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REZIME
Jednačine koje sadrže jednu, dve ili više nepoznatih, a čije  rešenje pripada skupu   prirodnih brojeva, nazivaju se  Diofantove jednačine. Ove jednačine mogu biti bez  rešenja, a ako rešenja postoje onda  ih ima konačno ili  beskonačno mnogo.

Za istraživanje Diofantovih jednačina sa prostim brojevima me je podstakla upravo činjenica da  se pri njihovom rešavanju  koristi osnovni princip koji je sadržan u jednostavnoj činjenici da sve ono što važi za jednu stranu jednakosti, zbog osobine refleksivnosti jednakosti 
(a = a), važi u identičnoj formi i za drugu stranu jednakosti. 

Ideja za ovo istraživanje je činjenica da se Diofantove jednačine sa prostim brojevima primenjuju u različitim uzrastima  u osnovnoj školi što potvrđuje njihovu bitnu ulogu u matematici. Isto tako izazov je rešavati jedan zadatak koristeći stečeno znanje iz elementarne matematike  u kojima se  koriste  ideje koje su dobro poznate kada su prosti brojevi u pitanju. 
Ključne reči: Diofantove jednačine, prosti brojevi
SUMMARY

Those equations with two or more variables and the solution belonging to the collection of integers are called  Diophantine  equations. These equations can have no solutions, and if such solutions exist, they are numerous and infinite. 

I was personally motivated to do research on equations with prime numbers, because the main principle to their solution lies in the fact that what applies to one side of equality, the reflectance properties of equality (a = a), applies in identical form and the other side of equality. 

The idea for this research is the fact that Diophantine equations with prime numbers are studied in different grades in primary school which underlines their important place in mathematics. In addition to this, trying to find a solution to a math problem and using what has been learnt from elementary mathematics in which well known ideas are used for prime numbers,  is a challange. 
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UVOD

Područje istraživanja u ovom radu su Diofantove jednačine sa prostim brojevima koje je prvi formulisao Diofant Aleksandrijski. 
Diofantove jednačine  imaju veliki značaj u elementarnoj matematici, a kod Diofantovih jednačina koje se odnose na proste brojeve koriste se ideje koje su dobro poznate kada su prosti brojevi u pitanju. Jednačine koje sadrže jednu, dve ili više nepoznatih, a čije  rešenje pripada skupu   prirodnih brojeva, nazivaju se  Diofantove jednačine. 
Predmet istraživanja ovog rada je:
- Život i rad Diofanta Aleksandrijskog
- Analiza Diofantovih jednačina sa prostim brojevima
- Istraživanje  Diofantovih jednačina sa prostim brojevima  u elementarnoj matematici
Cij istraživanja u ovom radu je:
- Primena Diofantovih jednačina sa prostim brojevima  u matematici

            - Dokazivanje uspešne primene Diofantovih  jednačina sa prostim brojevima 
Za istraživanje u ovom radu korišćene su sledeće metode:
- Sistematizacija i analiza podataka iz prikupljene literature

- Analiza načina primene Diofantovih jednačina sa prostim brojevima 
- Metod zaključivanja pri izradi zadataka

ŽIVOT I RAD DIOFANTA ALEKSANDRIJSKOG



Sl.1 Starogrčki matematičar Diofant Aleksandrijski
Početak rešavanja jednačina najčešće se vezuje uz starogrčkog matematičara Diofanta, ali postoje dokazi da su se jednačine u drevnoj Kini rešavale i mnogo ranije. Diofant je  doprineo napretku algebre upotrebom simbola za nepoznate veličine, matematičke operacije i odnose, jer su se pre toga  ove veličine  opisivale rečima. U svojim rešenjima on ima samo racionalne brojeve jer izbacuje imaginarne i negativne rezultate a jednačine koje imaju imaginarne ili negativne rezultate smatra beskorisnim i apsurdnim. On  je imao preciznu predstavu o negativnim brojevima i znao je da je kvadrat negativnog broja pozitivan broj.

Iako  je bio istaknuti matematičar svog vremena, vrlo malo se zna o njegovom životu. Živeo je u trećem veku pre nove ere. Radio je u palati na Aleksandrijskom univerzitetu u Egiptu  gde je i započeo da koristi algebarske simbole koji su ubrzo istisnuli pisanje algebre u prozi i na verbalan način koji je nazvan  ”retorička algebra”.  Njegov rad je sačuvan u ”Aritmetici” koja sadrži šest knjiga (sedam knjiga  je izgubljeno) i odlomcima knjige o mnogougaonim brojevima, u kojima su sistematično izložene osnove elementarne algebre. ”Aritmetika” je u današnjem smislu reči, zbornik zadataka koji sadrži 189 problema. Pažljivim  proučavanjem jasno se može uočiti da to nije obična zbirka iz razloga što ona sadrži i više rešenja pojedinih zadataka, i rešenja dobijenih korišćenjem različitih metoda, kao i sva neophodna objašnjenja. 
O životu Diofanta  Aleksandrijskog nije ostalo pisanih tragova osim neobičnog  natpisa na njegovoj  nadgrobnoj ploči  koji glasi :
”Putniče! Ovde je sahranjen Diofant. Brojevi govore koliko je dug bio njegov život. Šestinu njegovog života čini prekrasno detinjstvo. Dvanaestinu čini njegova mladost. Sedminu svog života Diofant je proveo u braku bez dece. Prošlo je još pet godina dok mu Himen, bog braka i svadbe, nije podario sina. Sudbina je htela da sin poživi dva puta manje od svog oca. Još četiri godine poživeo je starac u dubokom bolu za izgubljenim sinom. Koliko je živeo Diofant?”

[image: image3.wmf]4

2

5

7

12

6

+

+

+

+

+

=

x

x

x

x

x

 

dobija se da je  x = 84, pa se tako dolazi i do saznanja da je Diofant u :

            21. godini sklopio brak,


38. godini dobio sina,


80. godini izgubio sina i u


84. godini umro.

DIOFANTOVE JEDNAČINE SA PROSTIM BROJEVIMA
Jednačine koje sadrže jednu, dve ili više nepoznatih, a čije  rešenje pripada skupu   prirodnih brojeva, nazivaju se  Diofantove jednačine. Ove jednačine mogu biti bez  rešenja, a ako rešenja postoje onda  ih ima konačno ili  beskonačno mnogo.
Osnovni princip koji se koristi za rešavanje ovih jednačina sadržan je u jednostavnoj činjenici da sve ono što važi za jednu stranu jednakosti, zbog osobine refleksivnosti jednakosti   (a = a), važi u identičnoj formi i za drugu stranu jednakosti. Ako je leva strana jednakosti uvek paran broj, onda to mora biti i desna, ako je leva strana potpun kvadrat, onda je to i desna, ako je leva uvek manja od neke vrednosti, onda je to i desna strana.
Diofantove jednačine  imaju veliki značaj u elementarnoj matematici a  sistematizacija metoda njihovog rešavanja ne bi bila potpuna, jer se opšti postupak može primeniti samo za neke klase jednačina. Kada je reč o ovim jednačinama  postoji veliki broj raznovrsnih metoda i vrsta jednačina, a neke od njih su: Metod razlikovanja slučaja, Matematički rebusi, Diofantove jednačine sa prostim brojevima, Diofantove jednačine sa celim brojevima, Metod poslednje cifre, Metod algebarskih transformacija, Diofantova jednačina jedne promenljive, Linearna Diofantova jednačina, Jednostavnije kvadratne Diofantove jednačine, Iracionalne  Diofantove jednačine i mnoge druge.
Kod Diofantovih jednačina koje se odnose na proste brojeve koriste se ideje koje su dobro poznate kada su prosti brojevi u pitanju. One počivaju na jednostavnim tvrđenjima :
- Broj 2 je jedini paran prost broj

- Svi prosti brojevi veći od 2 su neparni

- Broj 3 je jedini prost broj koji je deljiv sa 3
- Svi prosti brojevi veći od 2 su oblika 4k - 1 ili 4k + 1 
- Neki od brojeva oblika  4k - 1 ili 4k + 1 nisu prosti

- Svi prosti brojevi veći od 3 su oblika 6k - 1 ili 6k + 1

- Neki od  brojeva oblika 6k - 1 ili 6k + 1 nisu prosti

- Svi prosti brojevi veći od 5 završavaju se ciframa 1, 3, 7 ili 9
Primena Diofantovih jednačina sa prostim brojevima
1. Postoje li prosti brojevi p, q i r takvi da je p + q + r = 100.  Koliko rešenja ima data      jednačina.
Rešenje:
Jedan od brojeva p, q ili r mora biti 2
Ako je p = 2 sledi :

p + q + r = 100  
2 + q + r = 100  

q + r = 98

q = 19  i  r = 79       ili  q = 79  i  p = 19

q = 31  i  r = 67       ili  q = 67  i  r = 31

q = 37  i  r = 61       ili  q = 61  i  r = 37

Ako je p = 2 onda su  q i r   elementi skupova {(19, 79), (31, 67), (37, 61)}, pa u tom slučaju jedačina ima 6 rešenja.
Pošto 2 može biti p ili q ili r, znači da su sva rešenja jednačine permutacije skupova
 ( 2, 19, 79), (2, 31, 67), (2, 37, 61), pa iz ovoga sledi da zadatak ima ukupno 6 · 3 = 18 rešenja. 
2. Odrediti  rešenja jednačine  pq  + qp   = 57, ako su p i q prosti brojevi.
Rešenje:
pq  + qp   = 57          ako je p = 2    q = 5           
            25  + 52   = 57
            32 +  25 = 57

            ili    p = 5  i q = 2 

            52  +  25    = 57   
Ako su p i q neparni brojevi to bi značilo da će zbir biti paran. Iz ovoga sledi da jedan od sabiraka mora biti paran broj što znači da p ili q mora biti paran broj a jedini prost paran broj je 2. Znači da jednačina  ima dva rešenja  i to: p = 2 i q = 5 ili p = 5  i q = 2
3. Odrediti proste brojeve p, q i r, tako da važi p + pq + pqr = 2005
Rešenje:
p + pq + pqr = 2005

p (1+ q + qr ) = 5 · 401        ako je p = 5

1+ q + qr = 401      

q (1+ r) = 400   
2 (1 + 199) = 400             q = 2, r = 199   
5 (1+ 79) = 400                q = 5, r = 79                     

p (1+ q + qr ) = 5 · 401      ako je p = 401

1+ q + qr  = 5

q (1+ r) = 4   sledi da nema rešenja   
U  jednačini   p + pq + pqr = 2005, p može biti samo 5 jer je p (1+ q + qr ) = 5 · 401  a 401 ne može pošto jednačina ne bi imala rešenje . Ako je  p = 5  tada se dobija da je q = 2, r = 199   ili q = 5, r = 79 .
4. Odredi proste brojeve p, q, r, s i t, takve da je  p  · q · r · (s + t) = 2010.

Brojevi ne moraju svi biti međusobno različiti.
Rešenje:
p  · q · r · (s + t) = 2010
2010 = 2 · 3 · 5 · 67
{p, q, r, s + t} = {2, 3, 5, 67}.

p  · q · r · (s + t) = 2 · 3 · 5 · 67    

p  · q · r · (s + t) = 2010
s + t = 5             

p  · q · r · 5   = 2010    

p  · q · r   =  402

402 =  2 · 3 ·  67
p, q, r = {2, 3, 67}.

Kada rastavimo broj 2010 na proste činioce dobijama 2010 = 2 · 3 · 5 · 67, pa sledi da  је {p, q, r, s + t} = {2, 3, 5, 67}. Како s + t ne može biti  2 ili 3 јер ne postoje prosti brojevi  s i t čiji je zbir 2 ili 3, pa sledi da  je  s + t = 5 ili s + t = 67. Ако је s + t = 5 tada su s i t brojevi 2 i 3 jer je 
2 + 3 = 5, а p, q, r mogu biti iz skupa {2, 3, 67}. U slučaju da je  s + t = 67  tada nema rešenja, jer ako je jedan broj  2 drugi je 65 koji nije prost broj, а ако su s i t neki drugi prosti brojevi oni su neparni, pa njihov zbir mora biti paran broj. Znači  s + t = 5 a s i t su 2 ili 3, pa sledi da su  p, q i r 2, 3 ili 67, pošto ne mogu biti 5. Više rešenja jednačine se dobija kombinovanjem brojeva gde su s = 2 , t = 3  ili s = 3, t = 2,  a p, q i r  2, 3 ili 67. 

Dakle rešenja su:  (p, q, r, s, t) su elementi skupova {(2, 3, 67, 2, 3), (2, 67, 3, 2, 3), 
(3, 2, 67, 2, 3), (3, 67, 2, 2, 3), (67, 2, 3, 2, 3), (67, 3, 2,2, 3), (2, 3, 67, 3, 2), (2, 67, 3, 3, 2), 
(3, 2, 67, 3, 2), (3, 67, 2, 3, 2), (67, 2, 3, 3, 2), (67, 3, 2, 3, 2)}    
5.  Neka su p, q i r prosti brojevi i a, b i c takvi prirodni brojevi da važi p = ab + c,  q = bc + a i r = ca + b. Dokazati da su u tom slučaju dva od brojeva p, q i r međusobno jednaki.
Rešenje: 
p = ab + c,      q = bc + a   r = ca + b
p = 2
2 = ab + c 
2 = 1 + 1 sledi da je    ab   = 1 c = 1
q = bc +a

q = b +1

r = ca + b

r = 1 + b
Pošto imamo tri broja na osnovu Dirihleovog principa  bar dva broja od brojeva a, b i c su iste parnosti. Neka su to brojevi a i c. Tada je p = ab + c paran broj a jedini prost paran broj je 2, pa  je p = 2. Ako je p = ab + c = 2 onda je a = c = 1,  a iz ovoga sledi da su   q = b + 1 i r = 1 + b.
  . 
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Diofantove jednačina sa prostim brojevima primenjuju se  u različitim uzrastima i na različitim  nivoima takmičenja iz matematike. Pri rešavanju ovih jednačina se koristi osnovni princip koji je sadržan u jednostavnoj činjenici da sve ono što važi za jednu stranu jednakosti, važi u identičnoj formi i za drugu stranu jednakosti. Kod Diofantovih jednačina koje se odnose na proste brojeve koriste se ideje koje su dobro poznate kada su prosti brojevi u pitanju.
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