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Резиме: Циљ рада је одређивање начина решавања и области дефинисаности логаритамских неједначина у комбинацији са тригонометријом. Методе истраживања су прикупљање задатака и литературе, као и њихово тумачење и решавање. Утврђено је да задаци логаритамских неједначина са тригонометријом могу бити у облику упоређивања и доказивања или израчунавања вредности непознате. Могу бити и у комбинацији са неједнакостима које важе за средине. Код ових неједначина област дефинисаности се добија као пресек дефинисаности логаритамске и тригонометријске функције. Решавање неједначине се може наставити на неколико начина, од којих су неки приказани у овоме раду.
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Summary: The aim of this project is defining the way of solving and the field of definition of the logarithm unequations combined with trigonometry. The methods of the research are collecting assignments and literature as well as their interpretation and carrying out. It is established that tha assignments of the logarithm unequations with trigonometry can be in the form of comparison and proving or calculation of value of the unknown. They can be combined with inequalities which are valid for middle points. With these unequations the field of definition is achieved as bisection of definition of the logarithm and trigonometric function. The solving of the unequation can be continued in several ways, some of which are shown in this project.
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УВОД

Функција је свако прсликавање скупа А у скуп Б при чему сваки елемент скупа А мора бити пресликан и сваки од њих на тачно један елемент скупа Б. Функција се може представити формулом, графички, табеларно.
Ако за сваки елемент скупа Б постоји елемент скупа А, такав да се он датом функцијом пресликава на изабрани елемент скупа Б кажемо да је та функција “на” или сирјекција.

Свака функција код које се различити елементи домена пресликавају на различите елементе кодомена назива се функција “1 на 1” или инјекција.
Свако пресликавање које је сирјекција и инјекција назива се бијекција (узајамно једнозначно пресликавање).

Функција код које се сваки елемент кодомена враћа на онај елемент домена чија је слика приликом пресликавања функцијом назива се инверзна функција. Само бијекција има инверзну функцију.
Основне особине сваке функције су: област дефинисаности функције, област вредности функције, парност (а), нула функције (b), знак, монотоност. Особина неких функција је и периодичност (c).
a) За функцију f(x) се каже да је парна ако је f(x)=f(-x), а непарна ако је f(x)= -f(-x).
b) Нула функције је тачка у којој график функције сече x-осу.
c) Aко постоји позитиван број р за који важи f(x+p)=f(x), кажемо да је функција f периодична са основним периодом  р.   [3.]
Логаритам позитивног броја b је непознати експонент којим треба степеновати основу логаритма а (а>0) да би се добио број под логаритмом.   [3.]
Логаритамска функција log a је пресликавање којим се позитиван број x пресликава у реалан број log a x. Логаритамска функција је инверзна функција експоненцијалне функције и њен график је симетричан графику експоненцијалне функције на праву x=y. Основне особине логаритамске функције непосредно се изводе из одговарајућих (познатих) особина експоненцијалне функције на основу еквиваленције:
            y=log a x    <=>   ay=x    [3.]
[image: image1.emf][image: image2.emf][image: image3.emf] Разликујемо два случаја:
· [image: image4.emf]a>1
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[image: image10.emf]
Oсобине логаритамских функција:
1. дефинисаност   x>0  и  a>0 и а≠ 1
2. парност      f(x) ≠ ± f(-x) – није ни парна ни непарна
3. нуле     y=log a x=0   =>  x=a0
                                               x=1

4. нема екстремних вредности

5. График има асимптоту: у првом случају: x→ 0   y→ -∞, у другом: x→ 0   y→ +∞
6. знак:   у првом случају-    0<x<1      y<0
                                                  x>1           y>0

                 у другом случају-   0<x<1       y>0

                                                   x>0           y<0

7.   монотоност:   у првом случају-      0 <x< +∞      y расте
                              у другом случају-    0 <x< +∞       y опада
Тригонометријске функције су функције код којих се променљива  пресликава на неку тачку на кружници. Пресликавање се врши тако што на правој At уводимо координатни систем орјентисан као и y-оса. На њој су представљени сви реални бројеви. Замислимо да се права А намотава као конац по кружници при чему позитивни део праве у позитивном смеру, а негативни у негативном. Оваква функција се још назива и функција наматања (екпспоненцијално пресликавање праве на кружницу). 
Тригонометријске функције оштрог угла дефинишу се преко односа страница правоуглог троугла. За дефиницију тригонометријских функција произвољног угла (не само оштрог већ и већег од оштрог, а исто тако и нула, односно негативног угла) користи се тзв. тригонометријски круг.
Тригонометријски круг је круг полупречника 1 чији је центар у координатном почетку.
Тачка А са координатама (1,0) која припада тригонометријском кругу зове се почетна тачка (График 3). Полуправа ОА може да се обрће око своје тачке О. При обртању разликујемо два смера: позитиван- смер обрнут смеру кретања казаљке часовника и негативан- смер кретања казаљке часовника. Обележимо са М завршни положај полуправе након обртања око тачке О у једном или другом смеру. Угао АОМ зовемо оријентисан угао. Ако се полуправа обртала у позитивном смеру, оријентисан угао је позитиван. У противном је негативан. [2.]
Нека је α произвољан оријентисан угао којем одговара оријентисан лук АМ. Ако су (xo, yo) координате тачке М, тада се косинус и синус дефинишу као:
sin α= yo
cos α= xo         [2.]
[image: image11.emf]Тангенс угла α је количник синуса и косинуса угла α, а котангенс је реципрочна вредност тангенса угла α. [1.]
[image: image12.emf][image: image13.emf]tgα=sinα /cosα  ;  ctgα=cosα/sinα =1/tgα
[image: image14.emf]
[image: image15.emf]
[image: image16.emf][image: image17.emf][image: image18.emf][image: image19.emf]
[image: image20.emf][image: image21.emf][image: image22.emf]
Важна особина ових функција је периодичност. Aко се лук АМ повећа за 2π, његова крајња тачка на тригонометријском луку се не мења и тригонометријске функције угла остају непромењене.   [1.]
Функције sin x и cos x имају период 2π:
cos x= cos (x + 2π)= cos (x + 2kπ)       k-цео број
sin x = sin (x + 2π)= sin (x + 2kπ)       
Функције tg x и ctg x имају период π, јер су на њиховим осама вредности за угао α и за угао (π + α) једнаке тј. секу tg и ctg осу у истој тачки (то се види и на графику):
tg x= tg (x + π) = tg (x + kπ)                 k-цео број  
ctg x= ctg (x + π) = ctg (x + kπ)       
Знаци тригонометријских функција по квандрантима:
	 
	I
	II
	III
	IV

	sin x
	+
	+
	-
	-

	cos x
	+
	-
	-
	+

	tg x
	+
	-
	+
	-

	ctg x
	+
	-
	+
	-


[image: image23.emf][image: image24.emf]                                                                          
[image: image25.emf][image: image26.emf]
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Свођење вредности тригонометријске функције на оштар угао се врши поштовањем две теореме: 
-Пре свођења треба одредити знак функције чија се вредност тражи!
Т1: При свођењу тригонометријских функција на оштар угао преко угла чији завршни крак пада по y-оси функција прелази у ко-функцију и обратно.
Т2: При свођењу преко угла чији завршни крак пада по x-оси функција се не мења само јој треба одредити знак.

Парност тригонометријских функција:

· Посматра се тако што се одговарајући угао пренесе у супротном смеру x–осе.
sin (-x)= -sin x       непарна
cos (-x)= cos x       парна
tg (-x)= -tg x          непарна
ctg (-x)= -ctg x       непарна
	 
	sin x
	cos x
	tg x
	ctg x

	дефинисаност
	за свако x
	за свако x
	cos x ≠ 0  ;   x ≠ π/2+kπ
	sin x ≠ 0  ;   x ≠ kπ

	ограниченост кодомена
	y=[-1,1]
	y=[-1,1]
	није ограничена
	није ограничена

	парност
	непарна је
	парна је
	непарна је
	непарна је

	график
	синусоида
	синусоида
	има aсимптоте за  x= π/2+кπ
	има aсимптоте за x= kπ

	нуле
	x= 0+kπ
	x=π/2+kπ
	x= 0+kπ
	x=π/2+kπ

	знак 
	y>0, 0+2kπ <x< π+2kπ
	y>0,-π/2+2kπ <x< π/2+2kπ
	y>0,0+kπ <x< π/2+кπ
	y>0,0+kπ <x< π/2+кπ

	
	y<0,π+2kπ <x< 2π+2kπ
	y<0,π/2+2kπ <x< 3π/2+2kπ
	y<0,-π/2+kπ <x< 0+kπ
	y<0,π/2+kπ <x< π+kπ

	монотоност
	-π/2+2кπ <x< π/2+2kπ  ; y  расте
	π+2кπ <x< 2π+2kπ ;y  расте
	-π/2+кπ <x< π/2+kπ ; y  расте
	0+кπ <x< π+kπ ;y  расте

	
	π/2+2kπ <x< 3π/2+2kπ ; y опада
	0+2kπ <x< π+2kπ ; y  опада
	
	

	екстремне врдности
	y=1      x=π/2+2kπ
	y=1      x=0+2kπ
	Нема
	Нема

	
	y=-1    x=3π/2+2kπ
	y=-1    x=π+2kπ
	
	

	основни период
	2π
	2π
	π
	π





Неједнакост је упоређивање вредности са сепараторима <, > и = . Она може бити тачна или нетачна.
Неједначина је неједнакост код које се упоређује непозната. Неједначином се одређује скуп вредности које може да има неједначина да би неједнакост била тачна.
Логаритамске неједначине су неједначине код којих се непозната налази и под логаритмом. При решавању користимо правила за логаритме и особине логаритамске функције: монотоност и област дефинисаности.

1. a>1        

log a f(x)>log a g(x)                                                                         (1)
f(x)>g(x)

2. 0<a<1

log a f(x)>log a g(x)                                                                          (2)
f(x)<g(x)
Tригонометријске неједначине су неједначине у којима се непознате појављују искључиво као аргументи тригонометријских функција.   [2.]
Решење неједначине се чита са тригонометријског круга.

При читању решења неједначине када кружни лук сече позитивни део  осе морамо вредности читати у различитим периодима или као унија два интервала у основном периоду.
Пр.    sin x>1/2
          sin x=1/2

          x=5π/6+2kπ   или   x=π/6+2kπ
          Следи да је:
          π/6+2kπ <x< 5π/6+2kπ   

У овом раду ће бити описане логаритамске неједначине са тригонометријом и одређивање њихове дефинисности. То ће бити употпуњено задацима и начинима њиховог решавања.
МЕТОДЕ
Приликом истраживања посматрала сам два случаја. 

1) упоређивање логаритама и тригонометријских функција

2) тригонометријска функција је основа или нумерус логаритма

Мој рад се састојао у прикупљању задатака и налажењу начина њиховог решавања на основу чега сам извела закључак  како се решавају задаци у општем случају.

Образложење ће бити употпуњено графицима као и пропратним примерима задатака и њихових решења ради лакшег уочавања закључака.
РЕЗУЛТАТИ ИСТРАЖИВАЊА
Приликом решавања оваквих неједначина потребна су знања дефинисаности и особина тригонометријских и логаритамских функција да би се могао одредити оквирни скуп решења, а затим се приступа решавању задатка. И то:

1) Приликом упоређивања логаритама и тригонометријских функција се одређује најближа позната вредност m која је мања од једне, а већа од друге вредности која се доказује. На основу тога закључујемо да ли је неједнакост тачна или не.

Тада такође треба водити рачуна о вредности основе логаритма применом формула (1) и (2), као и о дефинисаности тригонометријске функције.

Пример за овај случај је:

sin 1< log 371/2
37< 74  (ово се може проверити рачунским путем)
па је онда: 37/8<71/2

log 3 37/8 < log 3 71/2   

7/8< log 3 71/2           (*)

sin 1< sin π/3=1/2<7/8     (**)
Из (*) и (**) следи да је неједнакост тачна.

2) Када је тригонометријска функција основа или нумерус логаритама прво се дефинишу услови, а затим настави решавање логаритамске неједначине на уобичајени начин користећи формуле (1) и (2). Решење неједначине је пресек дефинисаности и вредности добијених решавањем неједначине. 
     Примери за овај случај су:
     -Докажи да за сваки правоугли троугао важи:

       1/2 log 1/2 (c2sinα*cosα)≥ log 1/2 (a+b) +1

        где су а,b катете, с хипотенуза,а α угао наспрам катете а. 
        Како је а=c*sinα
                     b=c*cosα  следи 

       1/2 log 1/2 (ab)≥ log 1/2 (a+b) – log 1/2 2

       log1/2 (ab)1/2 ≥ log 1/2 (a+b)/2

       (ab)1/2≤ (a+b)/2

              A oво је неједнакост везана за аритметичку и геометријску средину, која важи за било која два позитивна броја а и b, а знак једнакости важи само у случају а=b.
                 -Реши неједначину.

       log tgx sinx-log ctgx cosx ≥3
       

Овај задатак се може решити на два начина:
I начин:
 log tgx sinx +log tgx cosx ≥ 3

log tgx sinx*cosx ≥ 3

1o tgx>1           π/4+2kπ <x< π/2+2kπ
sinx*cosx ≥ tgx3
sinx*cosx ≥ (sinx/cosx)3
cosx4 ≥ sinx2    /√

cosx2 ≥ sinx

sinx2 + sinx -1 ≤ 0

             sin x=
             нема решења

         2о tgx<0         0+2kπ<x<π/4+2kπ
             sinx*cosx ≤ tgx3
затим се исто решава и добија:  sinx2 + sinx -1 ≥ 0    
     
              

Што значи да је решење :

 arcsin            +2kπ  ≤x< π/4 +2kπ    (*)
II начин:
1/log sinx tgx- 1/log cosx ctg x ≥ 3

1/(log sinx sinx-log sinx cosx)-1/(log cosx cosx-log cosx sinx) ≥ 3
t=log cosx sinx

1/(1-1/t)-1/(1-t) ≥ 3 , t/(t-1)+1/(t-1) ≥ 3 , (t+1)/(t-1) ≥ 3

 (2-t)/(t-1) ≥ 0

  -∞                      1                        2                     + ∞
2-t                        +                        +                     - 


t-1                        -                         +                     +

                            -                         +                      -
1<log cosx sinx ≤2
cosx>sinx                                             и                    cosx2≤ sinx                             
cosx-cos(π/2-x)>0                                и                  sinx2 + sinx -1 ≥ 0    
-2sinπ/2*sin(x-π/4)>0                          
x- π/4< 0+kπ
x<π/4+kπ     
решење је:      (*)                            
ЗАКЉУЧАК

Логаритамске неједначине у комбинацији са тригонометријом имају непознату и под логаритмом и под неком од тригонометријских функција.

На основу решавања задатака утврђено је да су логаритамске неједначине у комбинацији са тригонометријом у облику упоређивања логаритама и тригонометријске функције или је тригонометријска функција основа или нумерус логаритма. 

Област дефинисаности ових неједначина се добија као пресек области дефинисаности логаритамске и тригонометријске функције.

Задаци упоређивања су углавном докази и решавају се одређивањем вредности која је мања од једне вредности (логаритма или тригонометријске функције), а већа од друге. На тај начин се доказује да ли је тврђење тачно. Када је тригонометријска функција нумерус или основа логаритма прво се одређује област дефинисаности, а затим се она може решавати на неколико начина-зависи од приступа решавању (неки од начина решавања су приложени у овоме раду).

Задаци могу бити у комбинацији и са средњим вредностима (хармонијска, геометријска, аритметичка и квадратна средина).
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График 3-Знаци тригонометријских функција по квадрантима


Graphic 3-





sin x





cos x





α





xo





A





yo





α





� EMBED CorelDRAW.Graphic.11  ���





0








� EMBED CorelDRAW.Graphic.11  ���





α





-α





+





-





π/6





� EMBED CorelDRAW.Graphic.12  ���








� EMBED CorelDRAW.Graphic.12  ���





Табела 2-Особине тригонометријских функција


Таblе 2-Characteristics of trigonometric functions
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График 1-Изглед логаритске функције за а>1


Graphic 1-Image of  the logarithm  function  for а>1





График 2- Изглед логаритамске функције за 0<a<1


Graphic 2-Image of  the logarithm  function  for 0<a<1





График 3- Оријентисани угао и његов синус и косинус


Graphic 3-Oriented angle and its sinus and cosinus





Табела 1-Знаци тригонометријских функција по квадрантима


Table 1-Signs of the trigonometric functions in quadrants





График 4- Позитиван и негативан угао


Graphic 4-Positive and negative angle
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График 5- Изглед синусне и  косинусне функције


Graphic 5-Image of the sinus and cosinus function








График 6-Изглед тангенсне и котангенсне функције


Graphic 6-Image of tangent and cotangent function








График 7- Решавање неједначине преко тригонометријског круга


Graphic 7-Solving of the unequation by trigonometric circle





График 8- Одерђивање решења неједначине на бројевној правој за 1о


Graphic 8-Defining the solution of the unequation on the numeric line for 1o





График 9- Одерђивање решења неједначине на бројевној правој за 2о


Graphic 9- Defining the solution of the unequation on the numeric line for 2o








Табела 3-Одређивање знака


Таblе 3-Defining the sign





Слика 1-Изглед троугла


Photo 1-Image of the triangle
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