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Rezime

Isak Njutn, jedan od najvećih engleskih naučnika, je u 17. veku došao do ,,binomne formule’’ koja glasi: 
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. Ova formula je usko povezana sa ,,Paskalovim trouglom’’, koji je formirao francuski matematičar Blez Paskal u 17. veku. Pomoću Paskalovog trougla se određuju koeficijenti ispred sabiraka koji čine rezultat izraza tipa (a+b)n, gde je 
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 Sadržaj:

1. Binomna formula i njene karakteristike;

2. Paskalov trougao i njegove karakteristike

3. Primena binomne formule
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Summary

Issac Newton, one of the greatest english scientists ever, in 17th century came to ,,binom formula’’   which is defined as:
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. This formula is very connected with ,,Paskal’s triangle’’ which formed french mathematician Blaise Pascal in 17th century. Paskal’s triangle helps us to define coefficient in front of  add’s which define result of  term of type (a+b)n, 
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1. BINOMNA FORMULA I NJENE KARAKTERISTIKE
1.1 Osobine binomnih koeficijenata

Koeficijenti u binomnoj formuli kao što su
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  nazivaju se binomni koeficijenti. Koeficijent 
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[image: image15.wmf]se čita kao ,,n’’ nad ,,k’’. Ovi koeficijenti se dobijaju pomoću formule za kombinacije bez ponavljanja. Formula za kombinacije b.p. glasi 
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Za binomne koeficijente važi:
· 
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,  jer je po formuli za kombinacije b.p. 
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, jer je n!≡n!, i (n-k)!.k!=k!.(n-k)! po zakunu komutacije,  zaključujemo da je 
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što znači da je 
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· koeficijent ispred k-tog člana jednak je 
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1.2 Izvod binomne formule

Binomnom formulom određujemo rezultat i koeficijente koji stoje ispred sabiraka koji određuju rezultat izraza u kome se neki binom množi određen broj puta sa samim sobom. 

Krenimo od formule:
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Množeći obe strane ove formule sa (a+b) dobijamo:
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Nastavljajući sa množenjem obe strane formule sa (a +b) dobijamo formulu u kojoj treba izračunati rezultat izraza (a +b)n  gde je 
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, odnosno treba izračunati proizvod od n jednakih činilaca 
[image: image38.wmf])

(

...

)

(

)

(

b

a

b

a

b

a

+

×

×

+

×

+

, gde se binom (a +b) pojavljuje n puta. 
Izraz (1) 
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računamo tako što:
· iz svakog činioca izvlačimo a i dobijamo 
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 jer se u izrazu (1) a množi n puta sa sobom ;
· iz jednog činioca izdvajamo b, a iz svih ostalih a,pa dobijamo izaraz (2) a n-1.b. Takvih mogućnosti ima 
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 odnosno n, što znači da dobijamo n izraza kao što je izraz 2;
· uzmemo neki broj k tako da je 1<k<n. Iz izraza (1) možemo izdvojiti k činioca na 
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 načina, a iz preostalih n-k činioca izdvajamo broj a. Tada dobijamo izraz an-k .bk i takvih izraza ima 
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 načina. Kako je 
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 ako odredimo bk na 
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 načina takođe smo tim postupkom odredili i an-k na isti broj načina. Isto važi i ako prvo odredimo izraz an-k;
· iz svakog činioca uzimamo broj b i dobijamo bn. Iz toga sledi formula: 
(a+b)n=an +
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odnosno formula: 
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koja se naziva binomnom formulom. 
U njoj uočavamo da a kreće od n-tog stepena i opada do 

0-tog, dok b kreće od 0-tog i dostiže n-ti stepen.
Binomna formula se dokazuje matematičkom indukcijom koju neću primenjivati u ovom radu.
2.PASKALOV TROUGAO
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Blez Paskal (1623-1662) je francuski matematičar poznat po svojim izumima kao što je jedna od prvih mašina za računanje ,,Paskalina’’. Osim što je poznat po svojim tehnološkim dostignućima, Paskal je poznat i po tome što je oko 1656. godine formirao beskonačan skup prirodnih brojeva u vidu trougla nazvan Paskalov trougao. Taj trougao ima veliku ulogu u određivanju binomnih koeficijenata. 

Postupak konstruisanja trougla je sledeći: 
· krenemo od broja 1 koji je na vrhu;

· u sledećem redu pišemo 1 na početku i na kraju bez brojeva između;

· u trećem redu pišemo 1 na početku, zatim broj 2 koji je zbir dva broja 1 iz prethodnog reda i 1 na kraju;

· četvrti red počinje brojem 1 kao i prethodni redovi. Zatim sledi broj 3 koji je zbir broja 1 i broja 2 iz 3. reda, a zatim opet broj 3 koji je zbir broja 2 i broja 1 s desnog kraja 3. reda. Na kraju je broj 1; Sledeće redove trougla pravimo koliko god je potrebno na isti način.
2.1 Karakteristike Paskalovog trougla
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U Paskalovom trouglu važi da ako izuzmemo prvi red koji sadrži samo broj 1, svaki n-ti red sadrži brojeve jednake binomnim koeficijentima za izraz (a+b)n, 
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. Red koji smo izuzeli sadrži broj 1 i on je jednak binomnom koeficijentu za (a+b)0=1.1=1.
U ostalim redovima uočavamo sledeće:

(a+b)1=1.a+1.b –  binomni koeficijenti odgovaraju brojevima u 1. redu trougla, jer je u ovom slučaju n=1;
(a+b)2=1.a2+2.a.b+1b2 – binomni koeficijenti odgovaraju brojevima iz 2. reda jer je u ovom slučaju n=2;
(a+b)3=1.a3+3a2b+3ab2+1b3 – binomni koeficijenti odgovaraju brojevima iz 3. reda jer je u ovom slučaju n=3;

...

(a+b)7=1a7+7a6b+21a5b2+35a4b3+35a3b4+21a2b5+7ab6+1b7 – u ovom slučaju je n=7
...
2.2 Paskalov trougao i binomni koeficijenti

Paskalov trougao bez prvog reda možemo zapisati i u obliku:
[image: image83.png]



U ovom trouglu primećujemo:

·  u n-toj vrsti trougla nalaze se binomni koeficijenti razvoja izraza (a+b)n, 
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;
·  svaki red počinje i završava se brojem 1 jer je 
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·  svaki broj osim krajnjih se dobija sabiranjem njemu neposredno levog i desnog broja iz prethodnog reda, kao na primer: 

-
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, što važi zbog dokaza iz druge tačke ,,Osobina binomnih koeficijenata’’. U ovom slučaju je n=3 i k=1, pa je 
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, što važi iz istog razloga kao i prethodna formula. U ovom slučaju je n=4 i k=3, pa je 
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U Paskalovom trouglu ovakvog oblika primećujemo da je zbir brojeva u n-tom redu jednak broju 2n (
[image: image60.wmf]N
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), kao što je u drugom redu zbir brojeva jednak 1+2+1=4=22, u trećem 1+3+3+1=8=23, u petom 1+5+10+10+5+1=32=25 itd. 
Iz toga sledi da je zbir binomnih koeficijenata izraza (a+b)n jednak broju 2n, 
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2.3 Paskalov trougao i Fibonačijev niz brojeva
Fibonačijev niz brojeva je niz prirodnih brojeva koji je formirao italijanski matematičar Leonardo Fibonači u 13. veku. 

Niz kreće od broja 1. Sledeći član je takođe broj 1. Zatim sledi broj 2 koji je zbir prethodna dva člana. Svaki sledeći član se takođe dobija sabiranjem prethodna 2 i on glasi: 1,1,2,3,5,8,13,21...
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Sabiranjem brojeva u Paskalovom trouglu po dijagonali dobijamo članove Fibonačijevog niza. 
Takođe, jedan od načina za izračunavanje članova Fibonačijevog niza je sledeći:

	Fn+1
	=
	1.Fn
	+
	1.Fn-1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Fn+2
	=
	1.Fn
	+
	2.Fn-1
	+
	1.Fn-2
	
	
	
	
	
	
	
	

	Fn+3
	=
	1.Fn
	+
	3.Fn-1
	+
	3.Fn-2
	+
	1.Fn-3
	
	
	
	
	
	

	Fn+4
	=
	1.Fn
	+
	4.Fn-1
	+
	6.Fn-2
	+
	4.Fn-3
	+
	1.Fn-4
	
	
	
	

	Fn+5
	=
	1.Fn
	+
	5.Fn-1
	+
	10.Fn-2
	+
	10.Fn-3
	+
	5.Fn-4
	+
	1.Fn-5
	
	

	Fn+6
	=
	1.Fn
	+
	6.Fn-1
	+
	15.Fn-2
	+
	20.Fn-3
	+
	15.Fn-4
	+
	6.Fn-5
	+
	1.Fn-6


Uočavamo da su koeficijenti ispred članova Fibonačijevog niza jednaki brojevima iz Paskalovog trougla.

3.PRIMENA BINOMNE FORMULE
primer 1:

Izvršiti razvijanje datih izraza primenom binomne formule:
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2) (a-2b)5
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primer 2:
Odrediti najveći koeficijent u razvoju binoma (x+y)n, ako je zbir svih koeficijenata jednak 1024.

Kako je 1024=210, to znači da su koeficijenti razvoja binoma (x+y)n jednaki brojevima iz desetog reda Paskalovog trougla kod koga smo izuzeli prvi red. Brojevi u tom redu su 1, 10, 45, 120, 210, 252,210,120,45,10,1. Najveći broj među njima je 252 i on je koeficijent koji smo tražili na početku.
primer 3:

Odreditit koeficijent uz a11b4 u razvoju binoma (a-b)15.

Kako je (a-b)15=(a+(-b))15, u razvoju binoma će se pojaviti član oblika 
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 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf](
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Koeficijent uz a11b4 je 
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primer 4:

Za koju vrednost n su u razvoju (x+y)n koeficijent petog i devetog člana jednaki?
Koeficijent petog člana je 
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primer 5: 
Odrediti član koji ne sadrži x u razvoju binoma 
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Tražimo k-ti član čiji je koeficijent 
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)

12

1

-

k

, dok je član jednak
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. Da taj član ne bi sadržao x onda x13-k mora biti jednako sa x2k-2 da bismo se oslobodili x skraćivanjem. Kako je x≡x, 13-k mora biti jednako sa 2k-2 pa imamo: 

13-k=2k-2<=>15=3k<=>k=5 iz čega sledi da je traženi član jednak 
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4.ZANIMLJIVOSTI
4.1 Paskalov trougao i deoba žive ćelije
Deoba ćelije je jedan od najvažnijih fenomena života jer se deobom ćelije umnožavaju i time produžavaju svoj život. Na taj način je moguća zamena izumrlih ćelija, zarašćivanje rana i regenerisanje tkiva i organa. Deoba ćelija je takođe preduslov za seksualno i aseksualno razmnozavanje, kao i za naslednost i naslednu promenljivost. Zakoni po kojima se ćelija deli su sledeći:

· Deoba ćelije ima za posledicu stvaranje dve ćelije različite starosti;
· Nije moguće umnožavanje živog bića a da na taj način nastanu bića iste starosti.
Starost ćelije se meri formulom 
[image: image76.wmf]T
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 gde je n broj ciklusa, a T period ciklusa.
U prvom ciklusu deobe n=1 majka ćelija C0 se deli na ćeliju svoje generacije C0 i ćeliju naredne generacije C1, čime dobijamo 1C0+1C1. Tok deobe je sledeći:

· U drugom ciklusu (n=2) ćelija C0 se deli na ćelije C0 i C1, dok se ćelija C1 deli na ćeliju svoje generacije C1 i ćeliju naredne generacije C2. Dobijamo ćelije 1C0+2C1+1C2;
· Tokom trećeg ciklusa (n=3) ćelija C0 se deli na ćelije C0 i C1, dve ćelije C1 na dve nove ćelije C1 i dve ćelije C2, dok se ćelija C2 deli na ćelije C2 i C3. Rezultat ove deobe je 1C0+3C1+3C2+1C3;
· Nakon trećeg, u četvrtom ciklusu (n=4) deobe žive ćelije, ćelija C0 se ponovo deli na ćelije C0 i C1, zatim 3 ćelije C1 se dele na 3 ćelije C1 i tri ćelije C2, tri ćelije C2 na tri ćelije C2 i tri ćelije C3, a ćelija C3 se deli na jednu ćeliju C3 i jednu ćeliju C4. Time dobijamo ćelije 1C0+4C1+6C2+4C3+1C4;
· U petom ciklusu deobe (n=5) žive ćelije dobija se šest generacija ćelija: 1C0+5C1+10C2+10C3+5C4+1C5.
...

Primećijemo da su koeficijenti koji označavaju broj ćelija određene generacije u n-tom redu jednaki brojevima iz n-tog reda Paskalovog trougla u kom smo izuzeli prvi red. U sledećim ciklusima koeficijenti se mogu pročitati iz Paskalovog trougla.
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Grafički prikaz čelijske deobe izgleda kao na sledećoj slici:
Generacije ćelija su označene bojama. Tako u poslednjem redu imamo 1 ćeliju ,,plave’’ generacije, 3 ćelije žute generacije, 3 ćelije ljubičaste generacije i jednu ćeliju zelene generacije.
4.2 Zanimljivosti binomnih koeficijenata
· Ako u binomnoj formuli 
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[image: image78.wmf]a

=b=1 dobijamo sledeću formulu:
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, što znači da je u ovom slučaju zbir binomnih koeficijenata paran;

· Uzmimo da je a=1, b=-1 i dobijamo:
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, u ovom slučaju je zbir negativnih koeficijenata jednak zbiru pozitivnih koeficijenata.

Osim što se po Paskalovom trouglu dele ćelije, po njemu se i rađaju planate Sunčevog sistema. U njegovim redovima se nalaze konfiguracije atoma, čime Paskalov trougao, kao i  Fibonačijevi niz i mnogi drugi delovi matematike, čini sastavni deo svega što nas okružuje. Paskalov trougao i binomna formula su mali delovi matematike, dok je matematika veliki deo života.
Literatura: 

Jovan D. Kečkić - ,,Matematika sa zbirkom zadataka za IV razred gimnazije’’ 

Ratko Tošić - ,,Mala kombinatorika’’
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