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REZIME

Razvoj nauke podsticao je razvoj tehnike i doveo do napretka sveukupnog covecanstva.
Veliki broj problema koji se postavljao pred tadasnji uceni svet i naucnike zahtevao je reSavanje
mnogobrojnih problema u raznim prirodnim naukama, a medu njima i u matematici i geometriji.
Izu¢avanja u oblasti geometrije stara su hiljadama godina. Pokusaji razreSenja pitanja o petom
euklidskom postulatu doveli su do osnivanja potpuno nove geometrije koja je ne protivurecna.
Ova nova hiperbolicka geometrija je tacna koliko i euklidska geometrija. Dokazi do kojih se
izuGavanjem ove geometrije doslo doprineli su proSirenju postojecih znanja i uvodenju potpuno
novog pogleda na geometriju. Ova nova saznanja uticala su na potpuno novo, drugadije i

kompleksnije sagledavanje odnosa tacke, prave i ravni u prostoru.

Lobacevski je utvrdio da njegova neeuklidska geometrija ima neposrednu primenu kod
izraCunavanja kosmickih prostranstava. U okvirima obi¢nih zemaljskih dimenzija kod svih
proracunavanja ljudi koriste euklidsku geometriju kao geometriju koja je najjednostavnija i
najrealnije odrazava stvarnost. Dostignu¢a u 0voj oblasti govore o tome da se fizi¢ki prostori
prevelikih dimenzija ponaSaju kao neeuklidski prostori. Za njihovo izucavanje potrebne su

neeuklidske geometrije odnosno geometrija Lobacevskog.

Ideja o ovom istrazivanju o hiperboli¢koj geometriji potekla je iz Zelje da se sazna nesto
viS§e 0 mogucénostima matematickog 1 geometrijskog reSavanja prostora, kao o neophodnom
znanju bez koga se ne mogu reSavati sloZeni prostorni problemi u raznim oblastima istrazivanja

u domenu geometrije, fizike i astronomije.

Klju¢éne redi: hiperbolicka geometrija, aksioma Lobacevskog, paralelnost,

hiperparalelnost, modeli hiperboli¢ke ravni, primena hiperboli¢ke geometrije

Summary

The development of science encouraged the development of technology and led to the
progress of mankind. A great number of problems which scholars and scientists of that time were
facing demanded a solution of numerous problems in various natural sciences, among others, in
mathematics and geometry. The studies in the field of geometry have been thousands of years
old. Attempts of resolving questions about the fifth Euclidian postulate led to the creation of
entirely new geometry that is non-contradictory. This new hyperbolic geometry is as accurate as



the Euclidian geometry. The evidence obtained by studying this type of geometry led to the
expansion of existing knowledge and to the introduction of a completely new view of the
geometry. The new findings influenced a completely new, different and more complex

understanding of the relations among dots, lines and planes in space.

Lobachevsky found that his new non-Euclidian geometry has direct application in the
calculation of user spaces. In terms of ordinary earthly dimensions in all calculations people use
Euclidian geometry as the simplest geometry which reflects reality in most realistic way.
Achievements in this area suggest that physical spaces of too large dimensions behave as non-
Euclidian spaces. Their study requires non-Euclidian geometries, i.e. Lobachevskian geometry.

The idea of this research on hyperbolic geometry came from a desire to learn more about
the possibilities of mathematical and geometrical solution of space, as the knowledge necessary
to solve complex spatial problems in various areas of research in the field of geometry, physics

and astronomy.

Key words: hyperbolic geometry, the axiom of Lobachevsky, parallelism, hyper-

parallelism, models of the hyperbolic planes, the application of hyperbolic geometry

uvoD

Podrugje istraZzivanja u ovom radu je hiperbolicka geometrija koja je definisana u trecoj
deceniji XIX veka. Ovom teorijom se po prvi put u svetu geometrije u kome se do tada u
potpunosti moglo osloniti na intuiciju zasnovanu na predstavama koje stvaraju ¢ula, zakoracilo u

svet koji postoji izvan dohvata naSeg iskustva.

Predmet istrzivanja ovog rada je:

analiza 1 istrazivanje o hiperbolickoj geometriji,

— istrazivanje o hiperbolickoj geometriji kroz istoriju,
— istrazivanje aksiome Lobacevskog i njenih posledica,
— istrazivanje o podudarnost trouglova,

— istrazivanje 0 paralelnosti i hiperparalelnosti pravih,

— istraZivanje o hiperboli€¢kom prostoru.



Cilj istrazivanja u ovom radu je:
— teorijska analiza u smislu primene saznanja o hiperboli¢koj geometriji u
savremenom istrazivanju,
— sagledavanje i utvrdivanje primene hiperbolicke geometrije,
— istrazivanje i1 opisivanje medusobnog odnosa tacaka, pravih i ravni u hiperbolickom
prostoru,

— afirmacija hiperbolicke geometrije koja jo$ uvek iznova potvrduje svoju aktuelnost.

Za istrazivanje u okviru rada o hiperbolickoj geometriji koristiCe se slede¢e metode
istrazivanja:
— analiza podataka iz prikupljene literature o ovoj problematici,
— analiza prethodnih istrazivanja u ovoj oblasti uz obradu podataka dobijenih
prethodnim analizama i sistematizacijom podataka,
— dokazivanje medusobnih odnosa i relacija taaka, pravih i ravni u hiperboli¢kom
prostoru,

— metod zakljuc€ivanja iz prethodnih ¢injenica o opStem saznanju.

Rezultati istrazivanja o hiperbolickom prostoru i njegovoj primeni u matematici i ostalim
prirodnim naukama 1 savremenim tehnic¢kim dostignu¢ima bi¢e prikazani kroz sumiranje 1

interpretaciju prethodnih saznanja i novih zakljucaka do kojih se ovim istraZzivanjem doslo.

HIPERBOLICKA GEOMETRIJA

Od Euklidovih vremena pa sve do prve polovine XIX veka u osnovima geometrije nista
se sustinski nije promenilo. Peti Euklidov postulat nam govori da: ,, Postoje tacka B i prava a
koja je ne sadrzi takve da u njima odredenoj ravni ne postoji viSe od jedne prave koja sadrzi tacku
B, a sa a nema zajednickih tacaka.”. Mnogi pokusaji da se razre$i pitanje petog Euklidovog
postulata, naro¢ito krajem XVIII i po¢etkom XIX veka ostali su bez uspeha. Naucnici toga doba
pokusali su da redukuju Euklidovu aksiomatiku izostavljanjem petog Euklidovog postulata iz
spiska osnovnih stavova, kao suvisnog. U jednoj recenziji iz 1816. godine Gaus pise: ,, Malo je

predmeta u podrucju matematike u kojima se toliko pisalo koliko o nedostatku kod utvrdivanja



teorije paralela. Retko prode koja godina da ne izade kakav nov pokuSaj kako bi se ta praznina
ispunila. A ipak, ako ho¢emo da govorimo otvoreno i posteno, ne mozemo kazati da Smo u

sustini te stvari otisli dalje od Euklida pre 2000 godina.” .

Teorijom paralela bavili su se istaknuti matematicari toga doba poput Dalambera, Laplasa
1 Lagranza. Pred kraj svoga zivota Lagranz je pripremio jednu interesantnu raspravu u kojoj je na
samom pocetku svoga izlaganja izjavio samo sledece: ,,Moram o tome jo$ da razmislim.”. Nije
proslo jo§ mnogo vremena do kona¢nog reSenja ovog problema. Rasvetljenje ovog problema, bilo

je u neskladu sa predrasudama koje su vekovima ogranicavale generacije Euklidovih sledbenika.

Zamisli i reSenja do kojih su ovi matematicari dosli nisu krunisani zasluZenim uspehom
za njihovog zivota. Samo je Gaus razumeo dalekoseznost njihovih ideja buduci da su se one
podudarale sa njegovim zamislima od kojih su neke nastajale trideset godina. Interesantno je to
Sto je Gaus znao za radove obojice osnivaca hiperbolicke geometrije, no ni jednog od njih nije
upoznao sa rezultatima rada onog drugog. Boljaj je saznao za rad Nikolaja Lobacevskog tako §to
je do njega dospela jedna njegova rasprava o ovoj problematici. Lobac¢evski nikada nije saznao za

rad Boljaja na ovom polju geometrije.

Aksiome apsolutne geometrije

U hiperbolickoj geometriji prve cCetiri grupe aksioma se ne razlikuju od aksioma u
euklidskoj geometriji. Ove prve Cetiri grupe aksioma predstavljaju aksiome apsolutne geometrije
i dele se na:

I.  aksiome pripadanja,
Il.  aksiome rasporeda,
I1l.  aksiome podudarnosti i

IV. aksiome neprekidnosti.

Aksioma Lobacevskog
Aksioma Lobocevskog karakterise hiperbolicku geometriju i glasi:

Aksioma VL: Postoje tacka B i prava a koja je ne sadrzi takve da u njima odredenoj ravni postoji

viSe od jedne prave koja sadrzi B, a sa a nema zajednickih tacaka.



Prostor u kome su zadovoljene aksiome hiperbolicke geometrije nazivamo hiperbolicki
prostor ili prostor Lobacevskog, a svaku njegovu ravan hiperbolickom ravni ili ravni

Lobacevskog.

Lambertov ¢etvorougao predstavlja ¢etvorougao kod koga su tri ugla prava.

.

Skica 1. —Lambertov éetvorougao

Sakerijev ¢etvorougao predstavlja cetvorougao ABCD kod koga su uglovi kod temena A 1

B pravi, ivice BC i AD medusobno podudarne i nalaze se sa iste strane ivice AB.
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Skica 2. — Sakerijevi ¢etvorouglovi

Lezandrova teorema:

1° zbir unutras$njih uglova bilo kojeg trougla nije ve¢i od r,

2° ako postoji trougao kome je zbir unutra$njih uglova m onda je zbir unutra$njih
uglova svakog trougla takode m,

3° postoji trougao kod koga je zbir unutrasnjih uglova m, ako i samo ako svaka prava
upravna na jednom kraku bilo kojeg ostrog ugla sece drugi krak tog ugla,

4° postoji trougao kod koga je zbir unutrasnjih uglova m, ako i samo ako za svaku
tacku B 1 pravu a koja ne sadrzi, u njima odredenoj ravni postoji jedinstvena prava

b, koja sadrzi B i sa a nema zajednickih tacaka.



Na osnovu Lezandrove teoreme sledi:

Teorema 1.: Postoji Sest iskaza koji su ekvivalenti aksiome Lobacevskog i to su:

=

Ugao paralelnosti je ostar.

2. Zbir unutrasnjih uglova svakog trougla je manji od .

3. Zbir unutrasnjih uglova svakog prostog, ravnog ¢etvorougla je manji od 2.

4. Uglovi na protivosnovici Sakerijevog ¢etvorougla su ostri.

5. Jedan ugao Lambertovog ¢etvorougla je ostar.

6. Postoji prava u ravni oStrog ugla koja je upravna na jednom kraku tog ugla a ne

seCe njegov drugi krak.

Paralelnost pravih

U apsolutnoj geometriji bilo je moguce dokazati osnovne osobine paralelnih pravih, pre
svega osobine transmisibilnosti, simetri¢nosti i tranzitivnosti relacije paralelnosti. Hiperbolicku
geometriju karakteriSu neke osobine paralelnih pravih kojima se ona bitno razlikuje od euklidske
geometrije. U euklidskoj geometriji koplanarne prave su bile paralelne ako i samo ako su
disjunktne, a svaka ekvidistanta je bila prava. U hiperbolickoj geometriji osobine paralelnih

pravih se sustinski razlikuju od navedenih.

Teorema 10.: Ako je B teme proizvoljne poluprave paralelne nekoj pravoj a, K proizvoljna tacka

te poluprave, a B' i K' podnozja upravnih iz B i K na pravoj a, onda je LB’ < BB'.

B

Skica 3. — Poluprava paralelna pravoj a

Dokaz: Neka je L tacka poluprave (B'B) takva da je LB’ = KK’ bududi da su u &etvorouglu
B'K’KL uglovi kod temena B' i K' pravi, a ivice LB' i KK' medusobno podudarne,

uglovi kod temena K i L bi¢e medusobno podudarni i ostri (skica 3.). Kako je uz to



Teorema 11.:

Dokaz:

Teorema 12.:

ugao BKK' tup jer je njemu naporedni ugao ostar, tatka L pripada uglu BKK',
dakle i duzi BB'. Na osnovu ovoga izvodimo zaklju¢ak KK’ = LB’ < BB'.

Ako su a i b medusobno paralelne prave, a | proizvoljna duz, tada na pravoj b
postoji jedinstvena tacka L kojoj je L' podnoZje upravne na pravoj a, takva da je
LL" = L.

Skica 4. — Rastojanje izmedju paralelnih pravih

Neka je K proizvoljna tac¢ka prave b, K' njena upravna projekcija na pravoj a, a N
tacka (K'K) takva da je NK' = [ (skica 4.). Pretpostavimo da su tacke K i N
medusobno razli¢ite, budu¢i da bi u suprotnom dokaz teoreme bio zavrSen.
Obelezimo sa n' polupravu ¢ije je teme N, paralelnu pravama a i b, a sa m pravu
koja ne sadrzi n' i paralelna je pravoj a. Prava m sece b jer jen’ || b. Ako je M
presek pravih m i b, M' podnoZje upravne iz M na pravoj a, L tacka prave b je
takva da su N,L + MM’ i ML = MN, a L' podnozje upravne iz L na a, onda su
trouglovi MNM' i MLM' podudarni jer su simetriéni u odnosu na pravu MM', pa
su trouglovi NK'M' i LL'M' podudarni. Na osnovu navedenog moZzemo zakljuciti

da LL" = NK' = L. Jedinstvenost tacke L sledi iz prethodne teoreme.

U hiperbolickoj ravni postoji jedinstvena prava upravna na jednom kraku, a

paralelna sa drugim krakom oStrog ugla.



Dokaz:

0 M P S N P

s

Skica 5. — Prava upravna na jednom kraku, a paralelna sa drugim

Ako je svaka prava upravna na jednom kraku ostrog ugla Opq sekla drugi krak,
onda bi, na osnovu Leandrove teoreme, u hiperbolickoj ravni postojao trougao
kome je zbir unutrasnjih uglova m, $to je nemoguce. Stoga tacke poliprave p
mozemo da podelimo u dva skupa M i IV, takva da za svaku tatku M skupa M
prava m koja je u tacki M upravna na p, sece g, a za svaku tacku N skupa V' prava
n koja je u tacki N upravna na p, nema zajednickih tacaka sa polupravom g(skica
5.). Primetimo da su skupovi M i V' neprazni i da svaka tacka poluprave p
pripada jednom od njih. Buduéi da se jednostavno dokazuje da izmedu taCaka
jednog od tih skupova nema tacaka drugog, pa postoji jedinstvena tacka S koja
razdvaja skupove M i V. Ta tacka pripada skupu IV jer bi, u suprotnom, prava s
koja je u tacki S upravna na p sekla q u nekoj tacki R pa, ako bi T bila tacka takva
da je B(O,R,T), prava t koja sadri T i upravna je na p, sekla bi polupravu p u ta¢ki
T' takvoj da je B(0,S,T"). Odatle bi sledilo da tacka S ne razdvaja skupove M i
N.

Dakle, prava s je upravna na p i nema zajednickih tacaka sa polupravom (.
Obelezimo sa s' onu od polupravih na koje S razlaze pravu s, koja je sa one strane
prave OS sa koje je poluprava q, i dokazimo da je q Il s’. Neka je L proizvoljna
tacka u konveksnom uglu ¢iji su kraci poluprave (SO) i S'. Ako je L van ostrog
ugla pq neposredno se dokazuje da poluprava (SL) sece q. Stoga pretpostavimo da
L pripada uglu £pq i sa P obelezimo podnozje upravne i L na p. Kako je OSL
oStar ugao, tacka P pripada duzi OS, pa zato prava PL sece ( u nekoj tacki Q.

Prava SL pripada ravni trougla OPQ, sefe njegovu ivicu PQ, a ne se¢e ivicu OP



pa, na osnovu PaSove aksiome, sece ivicu OQ. Dakle, poluprava (SL) sece g, pa je

qlls'

Vazno je navesti i postojanje sledecih teorema:
Teorema 13.: Ako se prave a i b seku, upravna projekcija jedne na drugu je tacka ili otvorena
duz.
Teorema 14.: Ako su prave a i b medusobno paralelne, upravna projekcija jedne na drugu je

otvorena poluprava.

Hiperparalelnost pravih

U hiperbolickoj ravni poluprave p' i q' koje sadrze proizvoljnu tacku A i paralelne su
nekoj pravoj a kojoj ne pripada tacka A, nisu komplementne, pa prava a pripada konveksnom
uglu p'g". Na osnovu ovoga sagledavamo da prave p i g koje sadrze poluprave p' i q' razlazu ravan
kojoj pripadaju na dva para unakrsnih uglova. Sve prave koje sadrze tacku A i pripadaju onom
paru unakrsnih uglova kojem pripada i prava a seku tu pravu. One prave koje ne pripadaju tom

paru unakrsnih uglova, sa pravom a nemaju zajednickih tacaka.

asz a;z

a

Skica 6. — paralelne i hiperparalelne prave

S obzirom da takvih pravih ima neograni¢eno mnogo vazi sledeca teorema:

Teorema 15. : U hiperboli¢koj ravni postoji neograni¢eno mnogo pravih koje sadrZze proizvoljnu
tacku A, a sa nekom pravom a kojoj ne pripada tacka A nemaju zajednickih

tacaka.

Za sve prave hiperbolicke ravni koje sadrze tatku A, ne seku pravu a i nisu paralelne toj
pravoj re¢i ¢emo da su hiperparalelne prave pravoj a. Za svaku polupravu koja pripada

hiperparelnoj pravoj kazemo da je hiperparalelna pravoj a.



Za relacije hiperparalelnosti pravih vaze osobine transmisibilnosti i simetricnosti pa

samim tim vaze i sledeca tvrdenja.

Teorema 16. : Ako poluprava m' sadrzi polupravu n' tada je jedna od tih dveju polupravih

hiperparalelna pravoj a ako i samo ako joj je hiperparalelna i druga.
Teorema 17. : AKo je prava c hiperparalelna pravoj b onda je i prava b hiperparalelna pravoj c.

Hiperparalelnost pravih nije tranzitivna jer dve prave koje sadrze neku tacku B i1

hiperparalelne su sa pravom a nisu medusobno hiperparalelne.

Dve prave upravne na tre¢oj su medusobno hiperparalelne, dokazano je da vazi i obrnuto.

Teorema 18. : Postoji jedinstvena prava upravna na dvema medusobno hiperparalelnim pravama.

n
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Skica 7. —Prava upravna na dvema medusobno hiperparalelnim pravama
Dokaz: Neka su a i b dve medusobno hiperparalelne prave, P proizvoljna tacka prave b, a

p' i Q' poluprave sa zajedni¢kim temenom P paralelne pravoj a (skica 7.). Na
osnovu Teoreme 12. postoje jedinstvene prave s i t, u tackama S i T upravne na
pravoj b, koje su paralelne pravama p' i q'. Neka je M srediste duzi ST, n prava
koja sadrzi M i upravna je u tacki N na pravoj a, a k i | prave koje sadrze M, takve
da je k paralelna pravama a i s, a | pravala a i t. Centralnom simetrijom §,, svaka
od pravih k i | se preslikava na sebe, a prave s i t jedna na drugu. Stoga su prave K i
| paralelne i pravoj s i pravoj t, pa je prava b osa refleksije kojom se prave k i |
preslikavaju jedna na drugu. Kako se i osnom refleksijom S, prave k i |
preslikavaju jedna na drugu jel su obe paralelne pravoj a, prave b i n ¢e biti

medusobno upravne.



Ako bi pored prave n jos neka prava m bila upravna i na pravoj a, i na
pravoj b onda bi te dve prave bile disjunktne jer bi, u protivhom, iz njihove
preseCne tacke postojale dve upravne na pravoj a. Tada bi svaki od uglova

¢etvorougla ¢ije ivice pripadaju pravama a, m, b, n bio prav, §to je nemoguce.

Iz ove teoreme sledi sledeca teorema:

Teorema 19. : Ako su prave a i b hiperparalelne, upravna projekcija jedne na drugu je otvorena
duz.

Vazno je u ovom radu navesti jo§ dve teoreme o hiperparalelnosti.

Teorema 20. : AKo je n prava u tackama M i N upravna na dvema razli¢itim pravama ai b, Ki B
tacke prave a takve da je B(M,K,B), a K' i B' podnoZja upravnih iz tih dveju
tacaka na pravoj b, onda je KK’ < BB'.

Teorema 21. : Ako je prava n u tatkama A i B upravna na dvema razli¢itim pravama a i b, a |

proizvoljna duz veca od duzi AB, onda na pravoj a postoje ta¢no dve tacke K1 L

kojima su podnozja upravnih na pravoj b, K'i L' takve da je KK’ = LL' = I.

s L c K_ &
A
n d

Skica 8. —Rastojanje izmedju pravaaib

Dokaz: Neka je C tacka poluprave (BA) takva da je = [, neka je d' poluprava upravna na b,
a paralelna pravoj a, kojoj je teme D' na pravoj b, i neka je D tacka poluprave d'
takva da je DD" = [. Tacke C i D pripadaju ekvidistanti £ definisanoj u odnosu na
pramen pravih upravnih na b, i nalaze se sa raznih strana prave a pa, pa odatle sledi
da postoji tacka K koja pripada i pravoj a i ekvidistanti £. Stoga je KK' = 1. U
refleksiji S,, prava a i ekvidistanta € su invarijantne, paje S,,(K) = L i LL' = [. Ako
tatke K I L ne bi bile jedinstvene, prava a i ekvidistanta € bi imale vise od dve
zajednicke tacke.



Prave i ravni u hiperbolickom prostoru

Ako prava p sa ravni m nema zajednic¢kih tacaka, tada je ona paralelna pravoj p' koja
sadrzi njenu upravnu projekciju na m, ili je sa tom pravom hiperparalelna. U prvom slucaju prava

p i ravan m su paralelne, a u drugom medusobno hiperparalelne.

Upravna projekcija prave p koja je paralelna ravni r, na toj ravni predstavlja otvorenu
polupravu, a ukoliko je prava p hiperparalelna ravni « tada je njena projekcija na m otvorena
duz. Ako prava p ne pripada ravni r ve¢ je seCe njena projekcija na 7 bi¢e tacka ako je prava p

upravna na ravan m, a otvorena duz ako nije.
Za navedene slucajeve vaze sledece teoreme:

Teorema 22. : Ako je prava p hiperparalelna ravni m, p' prava koja sadrzi njenu upravnu
projekciju na ravan m, a a ravan koja sadrzi pravu p i see ravan T duz neke prave
g, tada su prave p i p' hiperparalelne pravoj g.

Teorema 23. : Ako je prava p van ravni m, a hiperparalelna bilo kojoj pravoj g te ravni, tada je

prava p hiperparalelna ravni .

Ravan y upravna je na ravni a i f i sece ih duz dveju pravih a i b. Ukoliko sua ib

medusobno hiperparalelne onda su i ravni a i § medusobno hiperparalelne.

Modeli hiberbolicke ravni

Postoji nekoliko modela koji se koriste za objasnjavanje hiperbolicke geometrije: Klajnov
model, Poenkareov disk model, Poenkareov poluravanski disk model i Lorencov model. Ovi
modeli definiSu realan hiperbolicki prostor koji zadovoljava aksiome hiperbolicke geometrije.

Uprkos imenima koji su dobili, poluravanske modele je smislio Beltrami, a ne Poenkare ili Klajn.

Klajnov model, takode nazvan projektivni model, je model n-dimenzionalne hiperbolicke
geometrije u kojem su neeuklidske tacke rasporedene na jednom n-dimenzionalnom disku, ili
bolje re¢eno lopti, a neeuklidske prave su delovi pravih linija sadrzanih na ovom "disku", §to

zna¢i da se krajevi ovih pravih zavrSavaju na ivici diska. Kada se predstavi u jednoj ravni,


http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%98%D0%B5%D0%BA%D1%86%D0%B8%D1%98%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/Hiperboli%C4%8Dka_geometrija
http://sr.wikipedia.org/wiki/Hiperboli%C4%8Dka_geometrija
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=Disk&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D0%B2%D0%B0%D0%BD

Klajnov model postaje donekle jednostavniji i oc¢igledniji, jer tada n-dimenzionalni disk, kao
neeuklidska povr$ iz ovog modela, postaje u stvari povrSina kruga u jednoj ravni. Neeuklidske
taCke su tada sve tacke kruga osim onih koje se nalaze na kruznici koja ga ogranicava kao granica
neeuklidske ravni, a neeuklidske prave su prave linije nacrtane na ovom krugu. Dakle, o modelu
postaje ocigledan peti postulat neeuklidske geometrije Lobacevskog. U koliko se presek dve
prave nalazi na kruznici tada su te dve prave paralelne. Prave koje se seku izvan kruznice bice

hiperparalelne.

Skica 9. —Klajnov model

Poenkareov disk model predstvlja slede¢i model hiperbolicke geometrije. On je n-
dimenzionalni model hiperbolicke geometrije u kojem su neeuklidske tacke rasporedene po
jednom n-dimenzionalnom disku ili lopti, a neeuklidske prave su delovi kruznica nacrtanih na
ovom disku koje su ortogonalne na ivicu diska. Mozemo reci da su ovi delovi kruznica prec€nici
diska. Kada se predstavi u dve dimenzije Poenkareov disk model donekle je jednostavniji, jer
tada n-dimenzionalni disk, kao neeuklidska povr$, postaje u stvari krug u jednoj ravni, a kruznica
koja ga ograniava je ivica ili granica ove neeuklidske povrSi. Neeuklidske tacke su
sve tacke kruga, osim onih na grani¢noj kruznici, a neeuklidske prave su delovi kruznica
nacrtanih na krugu koje seku grani¢nu kruznicu pod pravim uglom. Sli¢no kao i u prethodnom
modelu, delovi kruznica koji se seku na granicnoj kruznici predstavljaju paralelne prave.

Kruznice koje se ne seku pretstavljaju hiperparalelne prave.
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Skica 10. —Poenkareov disk model

Sledeci model Hiperbolicke geometrije je Poenkareov poluravanski model. To je model u
kojem su neeuklidske tacke rasporedene po jednoj Euklidskoj poluravni. Euklidsku poluravan
pretstavlja hiperbolicku ravan koja je odredjena Euklidskom pravom | koja joj ne pripada.
Hiperbolicke prave su polukruznice normalne na pravu I ili Euklidske poluprave normalne na I.
Paralelne prave su hiperbolicke prave koje je seku na pravoj |, dok su hiperparalelne prave sve

one koje se ne seku u zadatoj poluravni.
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Skica 11. —Poenkareov poluravanski model

ZAKLJUCAK

Istrazivanja o hiperboli¢koj geometriji predstavljaju deo veoma bitnog teoretskog i
prakticnog znanja u geometriji 1 matematici uopSte. Prelaskom na istrazivanja prevelikih
prostornih dimenzija, kada se sa preterano malih zemaljskih dimenzija mikrosveta preslo na
prevelike dimenzije makrosveta, doslo je do neophodnosti izuCavanja i razvoja u oblasti

hiperboli¢ke geometrije. Znanja do kojih se istrazivanjem u ovoj geometriji do§lo primenjuju Se i



u istrazivanjima u fizici i astronomiji. S obzirom na veli¢inu prostora i na velike moguénosti
prostornih odnosa elemenata u njemu, hiperboli¢ka geometrija se bazira na istrazivanju prostorne
beskonacnosti. Hiperbolicka geometrija nasla je svoju veliku primenu pri sabiranju brzina
svetlosti. Ajnstajnova Opsta teorija relativnosti opisuje prostor kao generalno ravan, ali i elipticki
zakrivljen cu oblastima u blizini kojih je prisutna materija. S obzirom da se vasiona Siri, ¢ak 1
prostor gde ne postoji materija ili masa moze se opisivati uz pomo¢ hiperboli¢kog modela koji se

bazira na istrazivanju prostorne beskonacnosti.

Ovom istrazivanju nema granica, a moguénosti geometrije i matematike kao prirodne

nauke predstavljaju beskona¢no bogatstvo i neistrazenu oblast u kojoj ne postoje ogranicenja.
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