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REZIME

Korene trigonometrije srećemo još u starom veku, u Egiptu i Mesopotamiji. Stari Grci zbog izučavanja astronomije razvijali su i sfernu trigonometriju (naročito Hiparh koji se naziva ’’ocem trigonometrije’’, kao i Menelaj iz Aleksandrije). Sferna trigonometrija nalazi primenu u navigaciji, zemljomerstvu, mehanici. Ova oblast me je zainteresovala zbog svoje široke primene, jer bez znanja osnova sferne trigonometrije nemoguće je rešiti mnoge zadatke iz oblasti sferne astronomije, geodezije, kartografije, moreplovstva. U radu sam objasnila osnovne elemente sferne trigonometrije, svojstva sfernih trouglova i teoreme koje su važne za razumevanje i rešavanje zadataka iz ove oblasti.
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SUMMARY
 
	The earliest studies of trigonometry can be traced back to the ancient times, in Egypt and Mesopotamia. The ancient Greeks (especially Hipparchus, who is now known as "the father of trigonometry”, and Menelaus of Alexandria), developed spherical trigonometry because of astronomical studies. Spherical trigonometry is of great importance for navigation, land survey, and mechanical engineering calculations. This branch of mathematics aroused my interest because it has numerous applications; without the basic knowledge of spherical trigonometry we cannot solve many problems of spherical astronomy, geodesy, cartography and nautics. In this paper, I have explained the basic elements of spherical trigonometry, properties of spherical triangles and theorems which are important for understanding and solving problems in this area.
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LISTA SIMBOLA

α	ugao sfernog trougla
β	ugao sfernog trougla
γ	ugao sfernog trougla
	sferni eksces
a	stranica sfernog trougla
b	stranica sfernog trougla
c	stranica sfernog trougla
R	poluprečnik sfere
S	površina sfernog trougla


UVOD

Trigonometrija je naučna disciplina koja se bavi trigonometrijskim funkcijama i njihovim primenama. Sama reč trigonometrija potiče od grčkih reči trigon – trougao i metron – mera, što ukazuje na to da se trigonometrija u samom početku bavila ’’merenjem trougla’’, tj. uglova i stranica trougla. Danas se trigonometrija bavi i trigonometrijskim funkcijama uglova i brojeva između kojih postoji tesna veza, a te funkcije koriste se za opisivanje mnogih pojava i procesa u savremenoj praksi.
Trigonometriju možemo podeliti na ravansku i sfernu. Ovde ćemo više pažnje posvetiti sfernoj trigonometriji. 

Euklid je sferu definisao obrtanjem kruga oko jednog svog prečnika. Stari Grci dali su definiciju sfere koja se obično usvaja i danas, a po njoj je lopta ukupnost tačaka u prostoru,  jednako udaljenih od jedne tačke koja predstavlja centar sfere, koja je omotač lopte. 
Svaki geometrijski oblik na sferi predstavlja sfernu figuru.
Za sfernu trigonometriju ključan je sferni trougao. Sferni trougao se sastoji od tri tačke na sferi za koje kažemo da su njegova temena, kraćih lukova velikih krugova koji spajaju temena
i koje nazivamo ivice i površi koju one ograničavaju. Sferna trigonometrija je trigonometrija tog trougla i pre svega proučava relacije između njegovih uglova i stranica.

Predmet istraživanja ovog rada je oblast sferne trigonometrije, istraživanje njenih osnovnih elemenata, istraživanje sfernog trougla, njegovih osobina, primene sinusne i kosinusne teoreme na taj trougao, istraživanje polarnog sfernog trougla, a sa ciljem teorijske analize, sagledavanja i utvrđivanja primene sferne trigonometrije.







OSNOVNI POJMOVI

U uvodu su pojašnjeni neki osnovni pojmovi, sada ćemo ih definisati detaljnije i navesti njihove osnovne karakteristike.
Definicija 1. Presek triedra i sfere sa centrom u vrhu triedra nazivamo sfernim trouglom. 
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Slika 1. Sferni trougao

Kao što se vidi na slici 1. u sfernom trouglu ABC razlikujemo:
· njegove stranice  a, b i c (koje su, kao što se vidi, lukovi velikih krugova sfere)
· njegove uglove α, β i γ
Veličina stranica meri se centralnim uglom, pa je stranica a=∢BOC, b=∢AOC, c=∢AOB, a izražava se u radijanima[footnoteRef:2]. [2:  Radijan je duzina kruznog luka jedinicnog kruga koja odgovara datom uglu.] 

Uglovi sfernog trougla jednaki su uglovima koje obrazuju odgovarajuće tangente na stranice. 
Iz definicije sfernog trougla možemo zaključiti da stranici i uglu sfernog trougla odgovara diedar i ugao triedra, kao što se vidi na slici. Odatle zaključujemo da je ugao sfernog trougla jednak uglu odgovarajućeg diedra triedra OABC.  
Neka svojstva sfernog trougla ista su kao kod trougla u ravni. Neka od njih su:
· Za sferni trougao važe stavovi podudarnosti:
· Dva trogla su podudarna ako su im jednake dve stranice i ugao između njih.
· Dva trougla su podudarna ako su dve stranice i ugao naspram jedne od njih u jednom trouglu jednaki odgovarajućim stranicama i uglu u drugom.
· Dva trougla su podudarna ako im je ista po jedna stranica i uglovi koji naležu na tu stranicu.
· Dva trougla su podudarna ako su im iste sve tri stranice.
Dokaz. Dokazaćemo poslednji naveden stav. Neka postoje dva sferna trougla ABC i A1B1C1, na sferi, takva da za njihove stranice važi: a=a1, b=b1, c=c1. Na osnovu izometrije sfere, znamo da će preslikavanjem sfere rastojanja između tačaka ostati ista. Dakle, ako postoji tačka C’ sa iste strane ravni kojoj pripada i tačka C1, takva da važi =, =, onda je C’=C1. Odnosno onda su (A,B,C) i (A1,B1,C1) dve trojke linearno nezavisnih tačaka na sferi, koje predstavljaju temena dva podudarna sferna trougla.
· Većoj stranici odgovara veći ugao.
· Jednakim stranicama odgovaraju jednaki uglovi.
· Svaka stranica manja je od zbira druge dve.
Postoje i svojstva koja su karakteristična samo za sferni trougao. Ta svojstva ne važe za trougao u ravni, po tim svojstvima se ovi trouglovi razlikuju. To su:
· Zbir uglova u sfernom trouglu je uvek veći od 180 i manji od 540°, dok je u trouglu u ravni on uvek 180.
· Razlika:  , naziva se sferni eksces.

[image: ]Da bismo bolje objasnili eksces, obratićemo pažnju na sliku 2.




				  










Slika 2. Polusfera

Na slici 2. prikazana je polusfera. Na toj polusferi uočavamo sferni trougao ABC i sferne isečke Sα, Sβ, Sγ. Prva dva se nalaze na polusferi, deo poslednjeg koji se nalazi na polusferi, centralno je simetričan delu polusfere koji ne pokrivaju prva dva isečka. Zbir površina ovih isečaka jednak je površini polusfere uvećanoj za dvostruku površinu S sfernog trougla ABC. 
Kako je površina jednog isečka jednaka:
Sβ=2R2α, 
površina sfere je:
2R2(α+β+γ)= 2R2π +2S
Na osnovu gore navedenog primera dokazana je sledeća teorema.

Teorema 1. Površina sfernog trougla na sferi poluprečnika R je:  
S = R2 (α + β + γ - π).
Posledica:	Zbir uglova sfernog trougla je veći od π. 

Eksces sfernog trougla predstavljen je sledećim izrazom:
α + β + γ – π = 
Iz ovog izraza i gore navedene teoreme, zamenom izraza za eksces u teoremu, sledi da je:
S=R2


SINUSNA I KOSINUSNA TEOREMA

Za sferne truglove, takođe, važe sinusna i kosinusna teorema, u nešto izmenjenom obliku.
[image: ]
Teorema 2. Sinusna teorema:








Dokaz.  Uočimo sferni trogao PTQ. Neka je O centar sfere, a tačke P,
T, Q temena datog trougla, tada su OP, OQ i OT poluprečnici sfere.
Ako povučemo tangentu TR koja u T dodiruje sferu, ona će biti 
normalna na OT. Ta tangenta u R seče produžetak duži OP. 
Isto povučemo tangentu QR koja dodiruje sferu u Q, 
a prolazi kroz tačku R. Ona će biti normalna na OQ.
Dakle, ∢RQO i ∢RTO su pravi uglovi.
Neka je b=∢QOR, tada važi:

 Slično, ako je c=∢ROT:				

Ako na ravan QOT spustimo normalu iz tačke R i označimo sa S tačku gde će normala preseći ravan, dobijamo dva pravougla trougla: trougao QSR, sa pravim uglom u temenu S i RST sa pravim uglom u temenu S. Ako sada katetu RS koja im je zajednička izrazimo na dva moguća načina dobijamo sledeće jednakosti:
Ako je γ=∢RQS u trouglu QSR, važi:

Iz prethodnih formula gde smo izrazili QR i  RT, možemo zameniti dobijene izraze:
          ∧          
Sada možemo izjednačiti desne strane, jer su i leve jednake, pa imamo:


Odnosno važi: 





Teorema 3. Kosinusna teorema za stranice (osnovna teorema sferne trigonometrije):
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Dokaz.	 Na slici 4. obratimo pažnju na sferni trougao ABC. 
Pretpostavićemo da je poluprečnik sfere jednak jedinici. 
Uočimo:
∢BOC = a          i         
Navedena jednakost je posledica skalarnog proizvoda vektora. 
Skalarni proizvoda vektora i jeste .
Sferni trougao presečemo sa ravni koja je normalna na OA u 
tački O, pri čemu presečne tačke te ravni i velikih krugova 
označimo sa D i E. Uočimo: 
∢DOE=∢A = α     i        
Uvedimo oznake ,  ,  .	                
Možemo izvesti sledeće dve jednakosti:			
,	     (1)
odnosno uvođenjem gore navedenih oznaka:

ično dobijamo i sledeći izraz:
,	     (2)
odnosno:

Kako je:

Kao skalarni proizvod vektora dobijamo sledeću jednakost:

Odnosno:

Permutacijama argumenata dobijaju se ostale dve formule.

Iz datih relacija može se izraziti kosinus ugla:


Posledica teoreme 3. Kosinusna teorema za uglove 


Dokaz. Da bismo dokazali ovu posledicu, neophodno je da pre toga objasnimo pojam polarnog sfernog trougla.
[image: ]
Slika 5. Polarni sferni trougao

Ako je dat sferni trougao ABC, njemu polarni trougao A1B1C1 biće određen tako što će teme A1 biti jedinstvena tačka na sferi sa iste strane ravni OBC kao i teme A, za koju važi OA1 normlno na OBC. Isto važi za temena B1 i C1.
Teorema 4. Za stranice i uglove polarnih trouglova važi: 
 		(1)

Dokaz. Stranica a1 je ugao koji obrazuju normale na ravni OAB i OAC, a ugao  je ugao između tih ravni, a ti uglovi su suplementni, sa normalnim kracima. Odnosno, ivični ugao jednog triedra je suplementan diedru drugog.  
Sada ćemo primeniti kosinusnu teoremu za stranice na polarni trougao.
Imamo:
		(2)
Iz (1) slede sledeće jednakosti:
     ∧          ∧           ∧
Ako sada u (2) zamenimo ove izraze dobijamo sledeću jednakost:

odnosno:








ZAKLJUČAK

	Istraživanja iz ove oblasti stara su gotovo 2000 godina.  Iako se danas u matematici više pažnje posvećuje ravanskoj trigonometriji, njeni počeci leže u svetu astronomije i sfernih trouglova. Stare civilizacije, Grci, Vavilonci, narodi Mesopotamije, koristili su se znanjima vezanim za trigonometriju radi proučavanja zakonitosti kretanja nebeskih tela. Da bi se sračunale pozicije zvezda ili planeta, bilo je neophodno primenjivati koncepte koje danas nazivamo trigonometrijom.  
	U ovom radu sam se trudila da pojasnim osnovne pojmove sferne trigonometrije, kao i teoreme koje su važne za rešavanje zadataka iz ove oblasti. Objasnila sam u kom se obliku sinusna i kosinusna teorema mogu primeniti na sferni trougao.
	Verujem da su se čitaoci, čitajući ovaj rad, zainteresovali za ovu oblast.
	Danas trigonometrija ima daleko širu primenu od astronomije i matematike koja je izučava. Primenjuje se u geografiji, nevigaciji, rešavanju različitih problema radi poboljšanja bežičnih komunikacija, optici, geodeziji.
	Zbog svoje primene i vrlo bitne uloge u rešavanju različitih problema koji se nameću svuda oko nas, trigonometrija, pa i sferna, zauzima važno mesto u matematici.
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Slika3. Sferni rougao - Q

Photo 3. Spherical riangle
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Slika 4. Sferni trougao sa delom ere
Photo 4. Spherical triangle, partof sphere
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