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REZIME
U radu je obrden pojam kruga (sa kruZznicom) sa prikazom osnowgfinicija i pojmova.
Opisuje se i odnos dva osnovna geometrijska pojrtetke i prave — prema krugu i Kruznici.
Razmatrane su vazne prave kruga, tangentéigaseDat je osvrt na tangentnu duz kao element
tangente i tetivu kao elementégm. N&injen je izbor teorema koje razmatraju vazne osmbin
tangente i sece, uz dokaze koji su prilageni za osnovnu Skolu. U poglavlju “diskusija” date
smernice za dalji rad.

Kljucne rei: krug, kruznica, prava, duz, teorema

SUMMARY

In this paper the term of the circle (with the MErdine) is processed and some principal
definitions and terms are presented. Also the iorlahip between the circle and the two main
geometrical terms — the point and the line — iscdiesd. The important lines of the circle are
considered, the tangent and the secant. The tefnt@ngential and secant segments is also
introduced. Several theorems have been choserdhgirise the important properties of tangent
and secant, and their proofs have been adoptegriorary school level. In the “discussion”
section direction is given for further research andlies.
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U Starom veku najvazniji pojmovi u geometriji bslii prava i krug. Prava i krug su imali najve
zn&aj zbog Siroke primene i jednostavne konstrukdjeava se konstruiSe lenjirom, a krug
Sestarom.

U najvaznijem matemakom delu Starog veka “Elementi” (13 knjiga), &hkti matematiar
Euklid istice vaznost geometrije i ¥ea p@etku prve knjige "Elemenata” uvodi definicije koje
se odnose na krug i njegove osnovne elemente.

| danas, krug predstavlja jednu od nagajaijin i najinteresantnijin geometrijskih figura.
Predmet istrazivanja ovog rada je krug i njegoveebprave — s#ca i tangenta. Cilj istrazivanja
je prikaz nekih osnovnih osobina¢gm i tangenti u odnosu na krug. Kao metod istiadja

koriste se teoreme sa svojim osnovnim elementiropn@vi i definicije, tvidenje, dokaz).

Krug — osnovne definicije i pojmovi

Kruznicak je skup svih téaka u ravni koje su podjednako udaljene od jedkené téke O te
ravni.

Tacku O nazivamo srediSte ili centar kruznice.

Svaka duz koja spaja centar kruznice sa ma koj@ékoma kruznice naziva spolupreénik ili
radijus kruznice. Duzina poluptaika kruznice obelezava se slovom

Za kruznicu kojoj je centar ¢ga O kazemo i da je opisana okokia O.

Kruznicu obtno obelezavamo s&(O,r), a cita se: kruznica sa centrom ucka O i
polupre&nikom r.

Kao zatvorena linija kruznica deli ravan u dve shla

1) Unutrasnju oblast

2) Spoljasnju oblast

Kruznica i odgovarajta unutrasnja oblast ravni odrgu figuru koja se naziverug K.

Centar i poluprénik kruzne linije su centar i polupheik odgovarajdeg kruga.

Krug se obelezava $§O,r) .

Bitno je napomenuti da se kruznica obelezava mslavom k, a krug velikim slovom K.



Duz koja spaja dve tke kruznice i pri tome sadrzi centar kruga O nazpegorecnik ili
dijametar D kruga.

Na slici 1. prikazan je krug sa osnovnim elementiSrafirani deo predstavlja unutrasnju oblast.

K(O,r)

Tacka O je centar kruznice
Duz OM je poluprénik kruznice
r je duzina poluprika kruznice

Duz AB je prenik kruznice

Slika 1. Krug sa osnovnim elementima

Polozaj takke prema krugu

Neka je dat krug K(O,r) i tka M u ravni kruga.

Rastojanje t&ke M od sredisSta O kruga K(O,r) nazivacgmtralno rastojanje te take.

Ako centralno rastojanje tede ozn&imo sa OM, o méusobnom polozaju datecke i datog
kruga mozemo @ sledee:

1) Ako je OM > r, t&ka M je van kruga

2) Ako je OM =, taéka M pripada krugu (kruznici)

3) Ako je OM <1, téka M je u krugu

Na sledéoj slici su prikazana sva tri slaja.

K1) KO K(©.r) K(O.1) K07} k(O.r)

1) 2) 3)

Slika 2. Polozaj t&ke prema krugu



VAZNE PRAVE KRUGA

Prvoc¢emo razmotriti kakav moze biti polozaj prave preinagu, odnosno kruznici.

Neka je data kruznica k(O,r) i prava p u njenopiaiNeka je u istoj ravni prava a, koja prolazi
kroz centar O i normalna je na datu pravu p. Presékdveju pravih obelezimodkom N.

Duz ON koja pripada pravoj a zove@tralno rastojanje prave p u odnosu na datu kruznicu.

Tacka N predstavljgpodnoZzje centralnog rastojanjaprave.

U zavisnosti od centralnog rastojanja ON prave gdoosu na datu kruznicu k, imamo slasle
mogunosti:

1) ON >r, prava p nema ni jednu zajetku tatku sa kruznicom

2) ON =r, prava p ima samo jednu zajeithai tatku sa kruznicom (tka N)

3) ON <, prava p ima dve zajedke take sa kruznicom (tke A i B)

Naredna slika ilustruje ove mognosti.

K(O,r) p k(O.r) p k(O,r) p
A
r r r
a N a a N
0 0 N 0
B
1) 2) 3)

Slika 3. Polozaj prave prema kruznici

Tangenta i tangentna duz

Osvrnimo se na mogunost 2 na slici 3.

Ako je centralno rastojanje prave p jednako polémier kruznice (ON = r), prava i kruznica
imaju samo jednu zajedikiu tatku.

Prava p koja je u ravni kruznice, a dodiruje jeednoj t&ki (N) naziva setangenta (dirka)

kruznice.



Zajedntka tatka tangente i kruznice nazivadedirna tacka (N).

Kroz svaku taku na kruznici moze se pogilsamo jedna tangenta.

Odseak tangente izmiki bilo koje t&ke na njoj i dodirne tke sa kruznicom naziva se
tangentna duz

Na slici 4. prikazana je tangentna duz PN, tangente

k(O,r)

Slika 4. Tangentna duz

Sefica i tetiva

Ponovo se osvrnimo na sliku 3. Posmatrajmo ningst 3.

Ako je centralno rastojanje ON prave p manje odipaEnika kruznice, prava i kruznica imaju
dve zajednike take.

Sdica kruznice je prava koja prolazi kroz kruznicu icgeje u dve téke.

Duz odreiena tim dvema tkama se naziveetiva kruznice.

Svake dve razite tatke na kruznici odrduju jednu tetivu.

Tetiva koja prolazi kroz centar kruznice je ik kruznice.

TEOREME

Teorema T1:

1) Ako je centralno rastojanje prave u odnosu na kouwrvete od poluprénika kruznice, prava
nema ni jednu zajedtku tatku sa kruznicom;

2) ako je centralno rastojanje prave jednako pokipkel kruznice prava ima samo jednu

zajednéku tatku sa kruznicom;



3) ako je centralno rastojanje prave manje od potiumpkea kruznice, prava ima dve zajetke

ta¢ke sa kruznicom.

Slika 5. Teorema T1

Dokaz:

1) Neka je ON centralno rastojanje prave p u odnoskrmznicu k(O, r), gde je N t&a na toj

2)

3)

pravoj. Ako je ONbr tacka N prave p je van posmatranog kruga. Neka je Nyalt&ka na
pravoj p. Onda je ONJON. Ako je ONBON i svaka druga t&a prave p je van kruga jer su
to veta rastojanja od centralnog (ON je normala na pysto znéi da ova prava nema
zajednékih tataka sa kruznicom.

Neka je OM centralno rastojanje prave t u odnosurnanicu k(O,r), gde je M tka na toj
pravoj. Ako je OM=r téka M prave t nalazi se na kruznici. Kako je OM1>@\pravouglog
trouglaAOMM1 svaka druga tka (M1) prave t je van kruga. Prava t ima, dakdens jednu
zajednéku tatku sa kruznicom. Za pravu koja ima samo jednu zég&d tacku sa kruznicom
kazemo da dodiruje kruZnicu i ova prava zove sgdata kruznice.

Neka je OP centralno rastojanje prave s u odnoskruinicu k(O,r), gde je P dka na toj

pravoj. Ako je ORr podnozje P centralnog rastojanja prave s je @wkriDokazimo da u



ovom sli#aju dve i samo dve tke ove prave pripadaju kruznici.

Dokaz: Posto t&ka P prave s pripada unutrasnjoj oblasti krugagpna&oj s moraju postojati
bar dve take A i B koje pripadaju kruznici. Taa P se nalazi iznde tataka A i B.
Dokazimo da su ove dke jedine koje pripadaju kruznici. Pretpostavimoseéa ovih dveju
tataka posmatrane prave tka C pripada istoj kruznici. Ako je naSa pretpoktataina onda
mora i trougaddOBC biti jednakokraki, kao Sto SOAB.

Ako je trougaocAOBC jednakokraki, onda jelOBC na njegovoj osnovici BC ostar, jer su
uglovi na osnovici jednakokrakog trougla ostri. ddém, ovaj ugao je uporedan sa uglom
[JOBA (HOBCHIOBA=180() jer tatke A, B i C pripadaju istoj pravoj, a posto AB
jednakokrak onda]OBA takaie mora biti oStar. Kako je nemaguda dva susedna uporedna
ugla budu ostra pretpostavka dacki@ C pripada kruznici otpada, Sto Znda samo téke A |

B pripadaju kruznici. Ova prava s zove s&cekruznice.

Teorema T2: Tangenta kruznice je normalna na poldpike dodirne téke.

k(O,r)

Slika 6. Teorema T2

Dokaz: Pretpostavimo da tangenta nije normalna na podagtéOM. Posto se kroz svakucta
van date prave moze konstruisati normala na tuuprapo nasoj pretpostavci prava koja sadrZi
OM to nije, ondate normala na t kroz &¢ku O biti neka druga prava koja sadrzi duz OP. Tjada
centralno rastojanje OP<r jer je OM=r pa pravanéidve zajediike take sa kruznicom na

osnovu teoreme T1 pod 3. Kako ovo prottvréa je prava p tangenta kruznice, jer tangenta sa



kruznicom prema definiciji ima jednu zajedku tatku, to je pretpostavka da tangenta nije
normalna na dodirni polupteik neta&na,cime je teorema dokazana.

Teorema T3: Tangentne duZzi konstruisane iz jedngé&avan kruznice na kruznicu su jednake.

Slika 7. Teorema T3

Dokaz: Neka su PA i PB tangentne duZi koje odgovarajiitR. Kako je PAIOA i PBLOB to

je AOAPL AOBP jer su ovo pravougli trouglovi sa zajetkom hipotenuzom OP i jednakim
katetama OA=0B=r. Otuda je PA=P8me je teorema dokazana.

Iz AOAPCAOBP zakljgujemo da je prava OP simetrala ugla koji obrazapgéente konstruisane
na kruznicu iz ove tke.

Teorema T4: Prava koja se nalazi u ravni sa kruznicom, a prdteoz krajnju téku jednog

njenog poluprénika i gradi sa njim kosi ugao (ostar ili tup),tese&ica tog kruga.

k(O,r)

Slika 8. Teorema T4



Dokaz: Neka je p prava u ravni kruznice k opisane okkeaO, A ta&ka kruznice kroz koju
prolazi p i neka su uglovi iznde p i poluprénika OA kosi ( jedan oStar, drugi tup). Tada je
normala ON spustena iz O na pravu p taaiod OA. Neka je N njeno podnoZje, a Bkia na p
za koju je A-N-B i AN=BN. Trouglovi OAN i ONB su mludarni, jer je AN=BN, ON=ON,
[JONA=[ONB ( pravi uglovi) dakle i OA=0B. tj. prema defuiji je i B tacka kruznice k. Prema

definiciji sefice sledi da je prava p&ea kruznice k.

Teorema T5: Prenici kruga su njegove najée tetive.

A
k(O,r)

Slika 9. Teorema T5

Dokaz: Prema definiciji tetive ptici su tetive. Neka je AB tetiva kruga koja nijesgnik, tj.
koja ne sadrzi srediSte O kruga. Tada postoji mou§BO, koji je jednakokrak, jer je OA=0OB-=r.
Prema poznatoj osobini trouglova je OA+&8. No zbir OA+OB jednak je ptmiku, dakle

tetiva AB je manja od pumika, i prema tome péeici su najvée tetive.

Teorema T6.Jednakim tetivama iste kruznice odgovaraju jedakdralna rastojanja i obrnuto.



k(O,r)

A =

Slika 10. Teorema T6

Dokaz: Neka je OMJAB i OM1[JA1B1. Pretpostavimo da je AB=A1B1 i dokazimo da je
OM=0OM1.

Kako take A i B obrazuju jednu tetivu kruznice, to je OABE&r. Takaie imamo OA1=0B1=r
jer A1 i B1 obrazuju drugu tetivu kruznice. Odatliiedi da sUAOAB[AOA1B1, na osnovu
jednakih stranica. Dalje sledi da je OM visina g@AOAB poviiena iz téake O, a OML1 visina
trouglaAOA1B1 poviena iz tdke O. Kako su ovi trouglovi podudarni, sledi i da rgihove

visine podudarne, odakle sledi da je OM=0OML1 Stiatjebalo dokazati.

DISKUSIJA

U ovom radu je predstavljen osnovni¢marada sa teoremama. Prvo su uvedene osnovne
definicije i pojmovi vezani za krug i vazne praveuga[1], [2]. Zatim su izlozene teoreme
predstavljene u literatup2], a istinitost teorema je utiena izvaenjem dokaza.

Pored tangente koja predstavlja vaznu pravu krbigag je uvesti i pojam tangentne duZzi, koja
otvara prostor za udenje novih teorema.

Pored sé&ce kao vazne prave kruga, ka@eda je i tetiva (duz) kao pojam koji je taleovrio
zn&ajan u teoremama o krugu.

Koris¢ene su teoreme kod kojih se za dokaze koristi jgtdwan matematki aparat —
podudarnost trouglova (jednakost atieih uglova i odréenih duZzi u trouglu).

U literaturi[2] u dokazu Teoreme T6 koéEn je pojam “homogeni vektori rotacije”. Ovde je

dokaz izveden koréenjem podudarnosti trouglova.
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U toku izrade istrazivkog rada uvidom u literatur{e]- [4] utvidene su dalje smernice za
istrazivanja u ovoj oblasti. Udenjem definicija centralnog i periferijskog uglauga moze se
proSiriti broj teorema koje se odnose na krug. Takee mogu razmatrati teoreme koje koriste
tangentni¢etvorougao i tetivntetvorougao. Uvdenjem definicije potencije t&ae u odnosu na

krug otvara se prostor za nove teoreififiese dokazi oslanjaju na shost trouglova.

ZAKLJU CAK

Krug je mozda najsavrSenija od svih geometrijskgurfa. U ovom radu date su samo
neke od teorema vezanih za glavne prave krugacése tangentu), ali se vidi dé&k i ovaj,
skroman poetak rada sa krugom pruza velike mégusti za dalja istraZivanja, npr. tesobnog
odnosa tangente i &ee, povezivanja glavnih pravih sa uglovima krugantralni i periferijski)
itd.
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