Regionalni centar za talente Beograd II
DEKARTOV KOORDINATNI SISTEM

DEKART COORDINATE SYSTEM

AUTORI: MILIJA GOLUBOVIĆ, VII-6, OŠ „Nikola Tesla“, Beograd

                  STRAHINJA   DUČIĆ,  VII-6, OŠ „Nikola Tesla“, Beograd     
MENTOR: VESNA RAJŠIĆ, profesor u ETŠ „Nikola Tesla“, Beograd
REZIME

Svrha ovog rada je da na što razumljiviji način objasni spoj algebre i geometrije – Dekartov koordinatni sistem*. U ovom radu su opisane i dokazane neke od najvažnijih osobina koordinatnog sistema. Radi lakšeg razumevanja tu su i slike uz svaki deo rada. Ispod svake slike piše šta ona predstavlja tako da to olakšava čitanje istog. Za svaku tvrdnju i dokaz naveden je po jedan primer koji to i potvrđuje. Primer predstavlja postupak načina rada zadatka iz te oblasti. Rad je podeljen na tri celine:

1. pojam koordinata tačaka

2. rastojanje dve tačke u koordinatnom sistemu
3. jednačina kružnice
*Dekartov koordinatni sistem ( DKS ) dobio je ime po francuskom naučniku Reneu Dekartu i doveo je do revolucije u izučavanju matematike, spojio je dotad nespojivo – algebru i geometriju.
SUMMARY

          The purpose of this paper is to explain how it understandable combination of algebra and geometry - Cartesian coordinate system *. This paper describes and proves some of the most important feature of the coordinate system. For your convenience there are pictures with every piece of work. Under each picture write what it is so easy to read. For each statement and proof is given by an example that confirms this. An example of an operation procedure of the task in the field. The work is divided into three parts:
1. The concept of point coordinates
2. Distance between two points in the coordinate system
3. Equation of a circle
          * Cartesian coordinate system (DR) was named after the French scientist Rene Descartes and has revolutionized the study of mathematics, merged the previously incompatible - algebra and geometry.
UVOD

          Posle deset vekova mračnog srednjeg veka, dolazi novi vek koji dovodi do velikih događaja u izučavanju svih nauka kao i u običnom životu ljudi. Pojavljuju se naučnici iz mnogih oblasti, a posebno iz matematike, koji će svojim izumima promeniti tok istorije. Među njima je i Rene Dekart, čiji ćemo koordinatni sistem proučavati. 
          On je u mnogo čemu olakšao dalji razvoj matematike. Objedinio je algebru i geometriju. Bio je to ogroman korak napred za celu civilizaciju a ne samo za matematiku. Uz pomoć njegovog otkrića – koordinatnog sistema, može se dokazati gomila stvari ( a neke ćemo mi objasniti ), i to na mnogo jednostavniji način.
Ukratko o Dekartu

          Rene Dekart ( 1596-1650 ) bio je veliki francuski filozof, matematičar i fizičar. On je postavio temelje današnjoj analitičkoj geometriji. Produkt njegovog dugogodišnjeg istraživanja u matematici je revolucionarno otkriće – Dekartov koordinatni sistem.
          Ovaj veliki naučnik ( slika 1.) je stekao obrazovanje u Anjonu upisavši Jezuitsku* školu u La Flešu sa samo osam godina.Tu je proveo osam godina učeći logiku, matematiku i tradicionalnu Aristotelovi filozofiju. U školi je Dekart shvatio koliko, ustvari, on malo zna. Jedini predmet kojim je bio zadovoljan bila je matematika. Po završetku škole preselio se u Pariz, gde je 1616. godine na univerzitetu u Puatijeu diplomirao prava.




Slika 1. Rene Dekart ( 1596-1650 )
Definicija tačke

Tačka je u geometriji entitet koji se nalazi u prostoru bez dužine i zapremine. Tačke se koriste kao jedan od osnovnih pojmova u geometriji, fizici, vektorskoj grafici i u mnogim drugim poljima. U matematici uopšteno se smatra da se bilo koja forma prostora sastoji od tačaka kao osnovnih elemenata. U geometriji jedina informacija koju poseduje tačka je lokacija. Mislim da je Dekart želeo da lokaciju tačke u ravni odredi na jedinstven, jasan i jednostavan način.
Definicija koordinatnog sistema

          Dekartov ( Kartezijanski ) koordinatni sistem ( slika 2.) čine dve realne prave koje se seku pod pravim uglom u nuli. Zovemo ih koordinatne ose. Horizontalna osa je x i naziva se apscisa, a vertikalna osa je y i naziva se ordinata. Presečna tačka ( tačka O ) je koordinatni početak. Ovakav pravougli  koordinatni sistem obeležavamo sa xOy. 
          Pozitivni brojevi su pozicionirani desno i iznad koordinatnog početka, a negativni levo i ispod njega. Strelice na krajevima x i y osa označavaju nam pozitivni deo ose.
          U koordinatnom sistemu postoje četiri prava ugla. Unutrašnje oblasti ovih uglova su kvadranti i označavamo ih Rimskim brojevima I, II, III i IV . Sve tačke koje pripadaju istom kvadrantu imaju isti znak ( + ili - ) apscise i ordinate. 
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Slika 2. Dekartov koordinatni sistem

          Koordinate tačaka
U koordinatnom sistemu svaka tačka ima tačno dve koordinate, apscisu i ordinatu. Koordinate se zapisuju u obliku uređenog para u maloj zagradi. Tačke unutar sistema mogu imati samo jednu zajedničku koordinatu.

          Na slici 3  prikazane su tačke A, B, C i D koje su isprekidanim linijama spojene sa koordinatnim osama. Te isprekidane linije su najkraće (normalno) rastojanje od tačaka do osa. Presek normale sa koordinatnom osom je koordinata tačke. Ranije smo rekli da svaka tačka ima dve svoje koordinate jer se iz jedne tačke u koordinatnom sistemu mogu povući tačno dve normale na koordinatne ose. Koordinate tačaka mogu biti celi, racionalni ili realni brojevi. Na primer ( slika 3.) 
· Tačka A(2, 1) je u prvom kvadrantu i koordinate su joj celi brojevi.
· Tačka B(-2,
[image: image2.wmf]15

) je u drugom kvadrantu i ordinata joj je realan broj.
· tačka C(-4,5 ; -3) ima decimalni zarez u zapisu koordinata, pa one moraju biti 
                                       odvojene drugim znakom.

[image: image3.emf]x

y

1            2            3            4            5             -1   -3   -2  -4   -5  

-1  

-2 

-3  

-4  

-5  

1            

2            

3            

4            

5            

A( 2, 1 )

B( -2, √15)

C( -4,5 ; -3 )

D( -3¾,4 )


Slika 3. Tačke u Dekartovom koordinatnom sistemu
RASTOJANJE TAČAKA U KOORDINATNOM SISTEMU

          Posmatrajmo prvo tačke M(2, 0) i N(4, 0) koje se nalaze na x osi ( slika 4.). Ordinata im je jednaka nuli. Dužina duži MN jednaka je razlici njihovih apscisa. Dužina duži je pozitivan broj pa razliku računamo kao apsolutnu vrednost:

MN = | 2 – 4 | = | -2 | = 2

Slično računamo rastojanje između tačaka P(-2, 3) i Q(-2, -2) koje imaju istu apscisu: 
PQ = | 3 – (-2) | = | 3 + 2 | = 5
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Slika 4. Rastojanje dve tačke istih apscisa ili ordinata

Zaključak je da rastojanje tačaka koje imaju istu apscisu ili ordinatu ne zavisi od vrednosti zajedničke koordinate.

          Rastojanje bilo koje dve tačke u koordinatnom sistemu zavisi od obe koordinate i možemo ga odrediti ukoliko znamo koordinate i izraziti ga u opštem obliku.
Neka su date tačke A i B sa koordinatama ( x1,y1 ) i ( x2,y2 ) redom. Rastojanje tačaka A i B predstavlja dužinu duži AB ( slika 5.). Logično je da prvo pomislimo na Pitagorinu teoremu. Pomoću nje se i određuje ovo rastojanje.
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Slika 5. Rastojanje dve tačke u koordinatnom sistemu

Uočimo pravougli trougao ABC gde je duž AB = c hipotenuza. Trougao  ABC mora biti pravougli jer su duži koje povezuju tačke sa koordinatnim osama normale na koordinatne ose i paralelne su sa x ili y osom. 

Kako su tačke A i C sa istom ordinatom y1, lako uočavamo da je dužina duži AC = b jednaka razlici njihovih apscisa:

AC = | x2 – x1 |
Na isti način određujemo dužinu duži a            BC = | y2 - y1 |
Iz trougla ABC, prema Pitagorinoj teoremi ( c² = a² +b² ) sledi da je: 

AB² = AC² + BC² a odatle sledi: AB = 
[image: image6.wmf] BC²

 

AC²

+

, odnosno
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



JEDNAČINA KRUŽNICE

Sada kada znamo da izračunamo rastojanje tačke B od tačke A, postavljamo sebi pitanje: kako možemo na jedinstven način predstaviti sve tačke jedne ravni koje imaju osobinu da se nalaze na istom rastojanju od jedne unapred zadate tačke.

Posmatrajmo prvo najjednostavniji slučaj: treba da predstavimo sve tačke koje se nalaze na istom rastojanju ( r ) od koordinatnog početka ( slika 6.).
Lako uočavamo tačke P( r, 0 ), Q( 0, r ), R(-r, 0) i S( 0, -r ) koje se nalaze na koordinatnim osama. Prema ranije dokazanom, rastojanje ovih tačaka od koordinatnog početka je:

OP = OQ =  | 0 – r | = | -r | = r


OR = OS =  | 0 – (-r) | = | 0 + r | = r
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Slika 6. Centralna kružnica

Uočimo proizvoljnu tačku  M( x, y ) kružnice K( O, r ) i iz nje spuštene normale na koordinatne ose u tačke Mx( x, 0 ) i My( 0, y ). Dužine duži 

OMx  =  | 0 – x | = | -x | = x

OMy  =  | 0 – y | = | -y | = y

Trouglovi MOMx i MOMy su pravougli i podudarni pa je OMx = MMy  i  OMy = MMx. 
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Primenom  Pitagorine teoreme dobijamo vezu između poluprečnika kružnice i koordinata bilo koje njene tačke:
U opštem slučaju centar kružnice je bilo koja tačka u koordinatnom sistemu. Na slici 7 je prikazana kružnica K sa centrom u tački A( p,q ) i poluprečnikom r. 
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Slika 7. Kružnica K sa centrom u A(p,q) i poluprečnikom AB

Prema ranije dokazanom, rastojanje tačke B od tačke A se može izračunati pomoću formule:
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ZAKLJUČAK

Dekart spada u naučnike koji su najviše zaslužni za razvoj matematike. On je uz pomoć dve realne prave koje se seku pod pravim uglom otkrio i dokazao vezu između algebre i geometrije. Njegov jednostavan i jasan koordinatni sistem omogućio je prikaz elementarnih i složenih geometrijskih pojmova ( tačka, duž, prava, kružnica, elipsa itd.). U ovom radu su nabrojani samo neki dokazi i teoreme iz oblasti analitičke geometrije. Nadamo se da ćemo i dalje proučavati ovu matematičku disciplinu i da nećemo stati na tom putu.
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