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Rezime


Diofantove jednačine predstavljaju staru i značajnu temu kojom su se matematičari bavili kroz bogatu istoriju matematickih teorija i problema.Istovremeno problemi Diofantovih jednačina su i jedan od problema kojima se matematičari i vremenski dugo bave.Matijaševičeva teorema i rešavanje Fermaovog problema dali su odgovore na dva značajnija problema vezana za Diofantove jednačine.Istorijat Diofantovih jednačina je u matematičkoj nauci jedan od najinteresantnijih istorijskih puteva.Razvoj teorijske misli o Diofantovim jednačinama, najuže je povezan sa evolucijom matematike,razvojem matematičkih teorija i metoda.
Ključne reči:Diofantove jednačine,linearne Diofantove jednačine,Diofant iz Aleksandrije, Pitagorine trojke.

Summary
	
Throughout the rich history of mathematical theories and problems,Diophantus equatious have always beew an old and important matter mathematicians used to deal with.Diophantus equations are also the matter requires time due to their difficulty.
Matijaševic's theorem and solving Fermat's problem gave answer to two important problems concerning Diophantus equations.The history of Diophantus equations is one of the most interesting historical paths in mathematical science.
The development of theoretical thought about Diophantus equations is dosely connected to the evolution of mathematics,the development of mathematical theories and methods.
Keywords: Diophantus equations , linear Diophantus equations, Diophantus of Alexandria, Pythagoras trebles.



Uvod
Linearna Diofantova jednačina  
Linearna Diofantova jednačina s dve nepoznate se u današnjem obliku pojavljuje u Indiji u ranom srednjem veku.Brahamagubta je poznavao jednostavnu metodu za dobijanje celobrojnih rešenja te jednačine.U Evropi su prva susretanja sa linearnom Diofantovom jednačinom vezana za početak XVII veka.Algoritam za rešavanje linearne Diofantove jednačine, među prvima dao je Baše de Mezirjak,poznat kao prevodilac Diofantove „Aritmetike“ na latinski jezik.Jedan od najvećih svetskih matematičara Leonard Ojler je u V poglavlju svoje „Algebre“ iz 1770.godine opisuje svoj metod za rešavanje linearne Diofantove jednačine.Pouzdani metodi i značajne teoreme koje govore o rešivosti linearnih Diofantovih jednačina sa dve ili više promenljivih datiraju iz druge polovine XIX veka.
Problemi koji zahtevaju  da se u njihovom rešavanju koriste sistemi od dve linearne Diofantove jednačine,javljaju se u Kini početkom srednjeg veka.Takvi problemi se javljaju i u  arapskim matematičkim krugovima u X veku.Njihova rešenja je dao Fitonači.Konačan odgovor o rešivosti sistema linearnih Diofantovih jednačina dali su Smit i Frobenius.
Osnovna pitanja(pravila) za rešavanje Diofantovih jednačina: 
1.Dokazati ili opovrgnuti postojanje rešenja 
2.Prebrojati koliko ukupno rešenja ima data jednačina(konačno ili beskonačno mnogo)
3.Ako jednačina ima konačno mnogo rešenja,odredi sva njena rešenja
4.Ako jednačina ima beskonačno mnogo rešenja,odrediti formule koje daju sva rešenja
5.Od svih mogućih rešenja izdvojiti ona koja zadovoljavaju posebne uslove ako se t trazi

Diofant iz Aleksandrije
Diofant,koji je poznat kao otac 'Algebre' je najpoznatiji po svojoj 'Aritmetici',radi na rešavanju algebarskih jednačina i teorije brojeva.Kako god,o njegovom životu se jako malo zna i mnogo se polemisalo o tomekada je on zapravo živeo.Njegov rad sačuvan u 6 poglavlja 'Aritmetike' (7 poglavlja je izgubljeno),bila je verovatno najstariji sistemski trakat o Algebri.
Diofant se jako interesovao za teoriju bojeva , rešavanje jednačina i mnogo je doprineo napretku algebre upotrebom simbola za veličine matematičke operacije i odnose,pre toga su ove veličine bivale opisivane rečima.Možda je najpoznatiji po svom otkriću Diofantovih jednačina, neodređenih jednačina sa racionalnim koeficijentima za koje se traži racionalno rešenje.      Diofant Aleksandrijski je bio poslednji veliki antički matematičar iz trećeg veka pre nove ere ,a prvi koji se bavio jednačinama sa celobrojnim rešenjem.
Postoji zadatak koji kao rešenje daje broj Diofantovih godina.Taj zadatak je upisan na njegovom grobu.Zadatak glasi:
„Šestinu veka svog kao dete se igrao,
I još polovinu šestine s bradom momačkom je dočekao.
Usreći se ženom kad prevali još sedminu,
s kojom posle leta pet obradova se sinu.
Voljeni sin poživi pola očevog veka samo,
I bi strgnut ocu sudbom koja ga uze rano.
Dva puta dva leta oplakivaše roditelj tugu i očaj
kad i on ugleda tegobnom životu svome kraj.  
Rešenje je 84.Po nekim izvorima,oženio se sa 26 i imao je sina koji je umro sa 42 ,četiri godine pre nego što je umro sam Diofant.
'Aritmetika' je zbirka od 130 problema.Način njihovog rešavanja je kasnije bivao poznat kao 'Diofantova analiza'.Smatra se da sedam knjiga izgubljeno odmah po njihovom pisanju.Postoje mnogi arabijski prevodi , na primer , 'Abu'-Wafa',ali pojavljuju se samo materijali iz pomenutih 6 knjiga.Het je napisao: „Nestale knjige su očigledno izgubljene jako rano“.
Naime,u svojim knjigama Diofant je razmatrao samo pozitivna racionalna rešenja u svojim problemima.Jednačine koje su vodile u negativna racionalna rešanja,Diofant je smatrao beskorisnim. Na primer,jednačinu4=4x+20 smatrao je apsurdnom,jer vodi u besmisleno rešenje. Diofant je razmatrao tri tipa kvadratnih jednačina: 
ax2+bx=c
ax2=bx+c
ax2+c= bx 
Raazlog zašto su postojale 3 vrsteza za Diofanta dok mi sada imamo samo jednu,je u tome što on nije imao oznaku za nulu,i što je izbegava negativne koeficijente podrazumevajići da su dati brojevi a,b,c pozitivni u sva tri navedena slučaja. Kako god Diofant je razmatrao mnoge druge tipove problema.Na primer,    y+z =10 , yz=9   .Diofant je ovo rešio kreirajući kvadratnu jednačinu po x.
Stavljajući  2x=y-z , y+z=10
                       z=y-2x
imamo	z=5-x
   y+y-2x=10
2y-2x=10
y-x=5
Sada 9=yz=(5+x)(5-x)=25-x2
x2=16 ,x=4
gde je y=9 , z=1.

Diofantove jednačine jedne promenljive

Jednačina koja sadrži samo jednu promenljivu za koju se postavlja uslovda je celobrojna je Diofantova jednačina jedne promenljive.
Sada ću vam na jednom primeru pokazati kako se rešavaju Diofantove jednačine jedne promenljive pomoću metodičke transformacije.
Primer 1.Odrediti sve celobrojne brojeve za koje je x5-4x4+3x3-2x2+x+14=0
Rešenje ovog primera se razlikuje u dva slučaja:
1)Ako je x=0, onda jednačina nema rešenje,jer je 14≠0
2)Ako je x≠0,onda deljenjem sa x data jednačina se pretvara u sledeću:  x4-4x3+3x2-2x+1+14/x=0
Kako x mora da bude ceo broj i kako je desna strana jednakosti ceo broj ,to mora to mora biti i leva,a to znači da 14/x mora biti ceo broj.Da bi 14/x bio ceo broj x mora biti broj koji pripada skupu celobrojnih delilaca broja 14.Delioci broja 14 su:14,7,2,1,-1,-2,-7,-14, dakle      xє[14,7,2,1,-1,-2,-7,-17].Sada daljom proverom moramo da utvrdimo koji od ovih brojeva zadovoljava ovu jednacinu.
Ako je x=14     144-4*143+3*142-2*14+1+14:14=0
	38416-4*2744+3*196-28+1+1=0
                          38416-10976+588-28+2=0
                          28002=0
Ovo rešenje nije tačno ,znači da je x≠14, jer je 28002≠0
Ako je x=2         24-4*23+3*22-2*2+1+14:2=0
                            16-4*8+3*4-4+1+7=0
                             16-32+12-4+1+7=0
                              0=0
Ovo rešenje je tačno,tj.rešenje x=2 zadovoljava jednačinu. 
Mislim da nemamo potrebe dalje da proveravamo ostale brojeve jer smo dobili rešenje.
Prumer 2.Odredi četiri uzastopna cela broja tako da je zbir kubova prva tri broja jednak kubu četvrtog broja. 
Rešenje:Neka je traženi ceo broj k. Tada je   k3+(k+1)3+(k+2)3=(k+3)3
k3+(k3+3k2*1+3k*12+13)+(k3+3k2*2+3k*22+23)=(k3+3k2*3+3k*32+33)
k3+(k3+3k2+3k+1)+(k3+6k2+3k*4+8)=(k3+9k2+27k+27)
k3+(k3+3k2+3k+1)+(k3+6k2+12k+8)=k3+9k2+27k+27
k3+k3+3k2+3k+1+k3+6k2+12+8=k3+9k2+27k+27
2k3+3k2+3k+1+k3+6k2+12k+8=k3+9k2+27k+27
2k3+k3+3k2+6k2+3k+12k+1+8=k3+9k2+27k+27
3k3+9k12+15k+9=k3+9k2+27k+27
3k3+9k2+15k-k3-9k2-27k=-9+27
2k3-12k=18/:2 ,tj.    k3-6k=9
k*(k2-6)=9    ako predpostavimo da je k=3 dobijamo sledeće: 
3*(32-6)=9                          	 
3*(9-6)=9	
3*3=9                           
J Predpostavka je tačna k=3, a brojevi su 3,3+1=4,3+2=5,3+3=6,  LJ tražena relacija je 33+43+53=63 .

Linearne Diofantove jednačine oblika ax+by=c

Ako su a,b,c celi brojevi i ab≠0,linearna jednačina ax+by=c,pri čemu su x i y celi brojevi, naziva se  linearna Diofantova jednačina.
Svaka linearna jednačina sa dve promenljivei celobrojnim koeficijentima može se svesti na jednačinu oblika ax+by=c.
Da li linearna jednačina uvek ima rešenje?
Jedan od uslova koji je sam po sebi dovoljanda linearna jednačina ax+by=c (a,b i c su celi brojevi, i da je ab≠0)ima rešenje je da je broj c deljiv sa najmanjim zajedničkim deljenikom brojeva a i b(NZD(A,B)).
Linearna Diofantova jednačina ax+by=c(ako su a,b,c celi brojevi i ako je ab≠0)nema rešenje ako se najmanji zajednički deljenik brojeva a i b ne sadrži u broju c.
Još jedan od uslova da linearna Diofantova jednačina oblika ax+by=c gde su a,b,c celi brojevi i gde je ab≠0 uvek ima rešenje je da je NZD(a,b)=1,tj.ukoliko su a i b uzajamno prosti celi brojevi. 
Primer 3.Dokazati da jednačina 2x+5y=111 ima beskonačno mnogo celobrojnih rešenja, a jednačina 3x+6y=1000 nema celobrojnih rešenja.
Pošto su 2 i 5 uzajamno prosti brojevi prva jednačina 2x+5y=111 uvek ima rešenje na osnovu uslova (tereme)koji sam gore navela.
Druga jednačina koju ćemo skratiti pomoću broja 3,tj.koju ćemo transformisati deljenjem sa brojem tri nema celobrojnih rešenja, što je očiglrdno.
3x+6y=1000/:3                             x+2y=1000/3
Primena linearnih Diofantovih jednačina 

 Linearne Diofantove jednačine nisu same sebi cilj i poznavanje algoritama za njihovo rešavanje ne znači ništa ukoliko se on ne primeni u određenim pogodnim situacijama.
Primer 4.Odredi sve uređene parove (x,y) celih brojeva x i y tako da je 7x2-3y2=17.   
Rešenje: Neka je x2=a i y2=b.U tom slučaju je onda jednačina 7x2-3y2=17 ekvivalentna jednačini
7a-3b=17(a≥0,b≥0). Jedno rešenje date jednačine je a0=2,b0=-1.Iz ovoga sledi da je opšte rešenje jednačine 7a-3b=17,dato formulama a=3k+2,  b=7k-1.  Dakle , x2=3k+2 i y2=7k-1.
Kako je x2=3k+2 ta jednačina nema rešenja, jer nije moguce da ijedan  kvadrat prirodnog broja pri deljenju sa 3 daje ostatak 2.
Kvadratne Diofantove jednačine

	Kvadratne Diofantove jednačine čine veliki deo Diofantovih jednačina.Jednačine koje ću razmatrati će uglavnom biti u skupu prirodnih brojeva.
Diofantova jednačina oblika xy=n (nєN)
Diofantova jednačina xy=n (nєN)ima uvek rešenja u skupu prirodnih,a i celih brojeva,njeno rešavanje nije teško,jer se svodi na odredjivanje svih činilaca broja n.
Primer 5.Koliko uređenih trojki(x,y,z)prirodnih brojeva x,y,z zadovoljava jednačinu xyz=12.
Ako je x=1,onda je yz=4*3=22*3, jednačina ima 2*3=6 rešenja
Ako je x=2,onda je yz=6=2*3, pa jednačina ima 2*2=2rešenja
Ako je x=3,onda je yz=4=22,pa jednačina ima 3 rešenja
Ako je x=4,onda je yz=3,jednačina ima 2 rešenja
U slučaju da je x=6,tada je yz=2,i jednačina takođe ima 2 rešenja
I ako je x=12,onda je yz=1, pa i jednačina ima 1 rešenje.   
Ukupno rešenja imamo 6+4+3++2+2+1=18.
Diofantova jednačina oblika x2-y2=n  (n є N)
Diofantova jednačina oblika x2-y2=n, gde su x,y,n prirodni brojevi,je veoma interesantna za rad i analizu,jer se za svaki broj n jednačina lako rešava korišćenjem proizvoda.
Primer 6.Odrediti koliko rešenja u skupu prirodnih brojeva imaju jednačine:a)x2-y2=24;              b) x2-y2=18; c) x2-y2=25.
a)Pošto je x2-y2=(x-y)(x+y)=24=1*24=2*12=3*8=4*6, a pošto su brojevi x-y i x+y iste parnosti,onda se koriste samo kombinacije x+y=12,x-y=2, ili x+y=6,x-y=4,iz čega sledi da su rešenja date jednačine (x,y)=(7,5) ili (x,y)=(5,1).
Provera: x2-y2=72-52=49-25=24                                   Provera: x2-y2=52-12=25-1=24
b)Pošto je  x2-y2=(x-y)(x+y)=1*18=2*9=3*6, iz ovoga sledi da ova jednačina nema rešenja,jer ne postoji kombinacija brojeva,tako da brojevi x-y i x+y budu iste parnosti.
c)Kako je  x2-y2=(x-y)(x+y)=25=1*25=5*5 i kako su brojevi x-y i x+y iste parnosti,mogu se u obzir uzeti kombinacije x+y=25 i x-y=1 ili x+y=5,x-y=5 i tako dolazimo do jedinog  rešenja date jednačine  (x,y)=(13,12). 
Provera 132-122=169-144=25.
Druga kombinacija x+y=5,x-y=5 ne odgovara uslovima zadatka, jer nula nije prirodan broj. Kombinacija(x,y)=(5,0) ne dolazi u obzir jer nula nije prirodan broj.
Diofantova jednačina oblika x2+y2=n (n єN)
Kod jednačine oblika x2+y2=n nije moguće eksplicitno izvesti formulu za određivanje broja rešenja.Ako jednačina oblika  x2+y2=n u skupu celih brojeva ima rešenje ,broj rešenja je konačan,jer je[x]≤√n i [y]≤√n.Zato je kod ovog oblika jednačine veća potreba utvrđivanje egzenstencije rešenja,jer je eliminacijom jednačina koje nemaju rešenja posao olakšava. Analizom par prvih prirodnih brojeva(12+02= 1,12+12=2,22+02=4,22+12=5,22+22=8....)uočava se da jednačina ima rešenje za neke vrednosti broja n oblika 4k,4k+1,4k+2.Ali jednačine  x2+y2=3;            
x2+y2=7; x2+y2=11...uopšte oblika x2+y2=n=4k+3 nemaju rešenje, jer izraz  x2+y2  pri deljenju sa cetiri može imati samo ostatke 0,1,2.
Primer 7.Postoji beskonačno puno prirodnih brojeva n oblika 4k,za koje jednačina oblika          x2+y2  =n ima rešenja u skupu prirodnih brojeva.Dokaži.
Da bi ovo dokazali dovoljno nam je da posmatramo jednačinu x2+y2  =100m2 gde m є N.Neka njena rešenja su na primer x=6m i y=8m.Kako je 100 m2  deljivo sa četiri te je dokaz završen,  jer se za svako m(a ima ih beskonačno mnogo)dobija jedno rešenje date jednačine.
Jednačina oblika x21+x22+.......xk2=n gde n єN,n≤4
	Francuski matematičar Lagranž je dokazao da se svaki prirodan broj n može prikazati kao zbir kvadrata četiri cela broja ,tj. da Diofantova jednačina x12+x22+x32+x24=nima rešenje za svaki prirodan broj n.Još ostaju da se određuju konkretne reprezentacije svakog prirodnog broja u vidu zbira cetiri kvadrata i prebrojava koliko takvih reprezentacija postoji.
Primer 8.Broj 2005 prikazati kao zbir kvadrata četiri cela broja na bar jedan od mogucih načina.
Rešenje:Uzmimo na primer brojeve 24,32,18 i 9 , hajde sada da ih kvadriramo i saberemo: 
242+322+182+92=576+1024+324+81=2005.	
Ili na primer uzmimo brojeve 44,8,2 i 1 i kvadrirajmo ih i saberimo:
442+82+22+12=1936+64+4+1=2005.
Pitagorina jednačina oblika x2+y2=z2

Jedan od najzanimljivijih problema teorije brojeva svakako je problem Pitagorinih brojeva, tj. pitanje rešenja Pitagorine Diofantove jednačine.
Definicija 1: Pitagorinim brojevima ili Pitagorinim trojkama( x,y,z) nazivaju se prirodni  brojevi x,y,z koji zadovoljavaju Pitagorinu jednačinu x2+y2=z2.
Teorema 2: Ako je (x,y,z) Pitagorina trojka,onda je i trojka (y,x,z) Pitagorina trojka.
Dokaz:Očigledno je da ako važi da je x2+y2=z2, onda važi i da je y2+x2=z2, što znači da ako je (x,y,z) Pitagorina trojka onda je i  (y,x,z) takođe Pitagorina trojka.
Teorema 3. Ako je (x,y,z)Pitaorina trojka , onda je i (kx,ky,kz) takođe Pitagorina trojka pod uslovom da je k prirodan broj.
Dokaz:Ako je (x,y,z)Pitagorina trojka, onda je x2+y2=z2, ali je onda i k2x2+k2y2=k2z2, što znači da je  i (kx)2+(ky)2=(kz)2.Dakle (kx,ky,kz)je Pitagorina trojka.
Teorema 4. Pitagorinih trojki ima beskonačno mnogo.
Dokaz:Kako se za svaki prirodan broj k od Pitagorine trojke (x,y,z) može  dobiti Pitagorina trojka(kx,ky,kz)jasno je da svaka Pitagorina trojka generiše beskonačno mnogo novih Pitagorinih trojki.
Definicija 2:Pitagorina trojka(x,y,z)je  osnovna Pitagorina trojka,ako su prirodni brojevi x,y,z uzajamno prosti.Tako su na primer Pitagorine trojke(3,4,5)i (20,21,29) osnovne , a (12,16,20) i (40,42,58) izvedene, jer su dobijene množenjem sa 2, odnosno sa 4.Hajde da sada to i proverimo:
-osnovne Pitagorine trojke                                         
32+42=52                 202+212=292
9+16=25                   400+441=841
25=25                        841=841

-izvedene Pitagorine trojke:
(3*4)2+(4*4)2=(5*4)2	(20*2)2+(21*2)2=(29*2)2
122+162=202	402+422=582
144+265=400                                       1600+1764=3364
400=400                                                 3364=3364
Teorema 5.Ako je (x,y,z) osnovna Pitagorina trojka,onda su x i y prirodni brojevi različite parnosti.
Dokaz:Ako su x i y parni brojevi onda je x=2a i y=2b gde a,b є N.Tada je najmanji zajednički deljenik NZD(x,y)=NZD (2a, 2b)=2.To znači da x i y nisu uzajamno prosti jer imaju zajednički delilda vec od 1,zato ova mogućnost otpada.
Ako su x=2a +1    i   y=2b+1  (a,b є N) neparni brojevi onda je z paran broj , z =2c (c  є N)
, pa se iz jednakosti  x 2+y2=z2, dobija (2a+1)2 + (2b +1 )2= (2c)2 
                                                              4a2+2*2a*1+1+4b2+2*2b*1+1=4c2 
                                                              4a2+4a+1+4b2+4b+1=4c2              
                                                               4a2+4a+4b2+4b+2=4c2
Kako je sa desne strane jednakosti broj koji je deljiv sa 4,a sa leve strane broj koji pri deljenju sa 4 daje ostatak 2,te jednakost nije moguća.Pa x i y ne mogu biti  iste  parnosti.
Iz ove teoreme sledi sledeće:
Teorema 6. Ako je (x,y,z) osnovna Pitagorina teorema,onda je z neparan prirodan broj.
Teorema 7.Trojka (x,y,z)j e osnovna Pitagorina trojka ako i samo ako postoje prirodno brojevi m i n takvi da je x=2mn, y=m2-n2 i z =m2+n2, pri čemu je  m   veće od n ,NZD(mn)=1,i m i n  su različite parnosti. 

Dokaz:Neka je x paran , a y i z  članovi osnovne Pitagorine trojke(x,y,z).Iz jednakosti x2+y2=z2, sledi da je x2=z2-y2=(z+y)*(z-y).
Pošto su brojevi z +y =2a  i z –y=2b parni ,onda je x2=z2-y2=(z+y)*(z-y)=2a*2b=4ab. 

Primer 9. Odredi sve Pitagorine trouglove kod kojih je jedna stranica jednaja 12 .
Rešenje:   Rešenje se razlikuje u tri slučaja                                                                                            1)Ako je x = 2mn=12 , onda su m i n  jednaki :                                                                                          a)2mn=12 
m*n=12:2
m*n=6           Ako predpostavimo da je m=6, a n je onda n=6:m,  n=6:6,   n=1.U tom slučaju                y=m2-n2
y=62-12
y=36-1
y=35                                                         
a              z=m2+nn 
z=62+12
z=38+1
z=37,           a    x je kao što smo već rekli 12,tj.x=12.
b)  2mn=12
m*n=12:2           Ako predpostavimo da je m=3,onda je n u  tom slučaju n=6:m
m*n=6                                                                                                            n=6:3
                                                                                                                        n=2
 Tada je y=m2- n2                  A   z=m2+n2
                     y=32-22                                   z=32+22
              y=9-4                         z=9+4       
                y=5                         z=13
2)Ako je y=m2-n2=(m+n)*(m-n)=12 ,    iz ovoga vidimo da je m+n=6, a    m-m=2   m i n možemo naći ako postavimo sistrm i rešimo ga pomoću metode suprotnih koeficijenata.
m+n=6		m+n=6	m+n=6	m+n=6	4+n=6	n=2
m-n=2            2m=8	m=8:2	m=4	m=4	m=4
Iz toga sledi da je x=2mn              
                                             x=2 *4*2
                              x=8*2        
                              x=16,  

Već smo rekli da je y=12                                                                                                                                      a  z=m2+n2 
                 z=42+22
z=16+4
z=20
3)Ako je z=m2+n2=12, onda je jasno da ne postoje prirodni brojevi m i n čiji je zbir kvadrata dvanaest,pa su tri prethodno dobijene Pitagorine trojke jedina rešenja.
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Zaključak


	Istraživanje o Diofantovim jednačinama je deo veoma bitnog teorijskog dela matematike koje potiču iz davnina.Teme koje sam ja obrađivala u ovom radu su samo jedan mali deo onoga što one predstavljaju.Diofantove jednačine daju vrlo malo informacija,ali na neki način dođe se do rešenja.Teraju te da razmišljš.Diofantove jednačine mogu imati beskonačno mnogo rešenja,konačno mnogo rešenja i na kraju ni jedno.Nikada ne znate šta se krije  iza njihovih vrata.Prosto teraju te da ih što više razmišljaš i da ih istražuješ.
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